Analisis Matematico IV.
Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”.
Variante o.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores, varias descripciones equivalentes de
transformaciones lineales acotadas, varias definiciones equivalentes de la norma de la transformacion
lineal, normas de matrices, normas de funcionales lineales, ejemplos de funcionales lineales acotados
y no acotados, ejemplos de espacios duales, ejemplos de aplicaciones del teorema de Hahn—Banach,
ejemplos de andlisis de invertibilidad.

Ejercicio 1. 5 %.
Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores. Sean V, W espacios vecto-
riales complejos y sea T: V — W una transformacién lineal. Supongamos que X < V,y € V. Demostrar
que

TX+y] =T[X] + T(y)-

Ejercicio 2. 5 %.

Transformaciones lineales acotadas, varias descripciones equivalentes. Sean VW espacios
normados, V # {Oy}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Denotamos por By a la bola unitaria
abierta en V:

By = {xeV: |x|v <1}

Supongamos que la funcién T es continua en el punto Oy. Demostrar de manera directa que T[By]
es un conjunto acotado en W. Este ejercicio es una parte del criterio de transformaciones lineales
acotadas.

Ejercicio 3. 5%.
Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacion lineal. Sean V, W espacios
normados, V # {0y}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar de manera directa que

sup |Tx|w = su\f/) [ Tv|lw.

xe ve
Iellv<1 [vv=1

Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”, variante «, pagina 1 de 5



Ejercicio 4. 6 %.
Ejemplo de célculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estdn dotados de la norma | - |«. Sea
Al | 432 ] .
-3 5 4
I. Calcular el niimero
M= s, Z A

I1. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
|AX] oo < Moo
II1. Construir un vector y en C3 tal que

[yle =1, AY[e =M

IV. Definimos Ta: (C3, [ - |o) — (C%, || - |o0), Ta(x) := Ax. Calcular la norma de Ta.

Ejercicio 5. 6 %.
Ejemplo de calculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estan dotados de la norma | - ||;. Sea
Al | 432 ] .
-3 5 4
I. Calcular el nimero
N= 12623 Z Ajl-
II. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
IAX]l1 < N x]r.
II1. Construir un vector z en C> tal que
Izl =1, [Azli =N

IV. Definimos Ua: (C3,| - 1) — (C% | - [1), Ua(x) :== Ax. Calcular la norma de Ux.
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En los siguientes 4 ejercicios (ejercicios 6, 7, 8, 9) se trata de funcionales lineales acotados en un espacio
de sucesiones. Se recomienda resolver estos ejercicios en el orden indicado.

Ejercicio 6. 5 %.
La base de Schauder canénica del espacio de las sucesiones convergentes al cero. Para cada
p en N, denotamos por e, la p-ésima sucesién bésica. Demostrar que (ep)pen es una base de Schauder

de Co(N).

Ejercicio 7. 10%.
Funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones convergentes al cero. Sea
a € '(N). Definimos @q: co(N) — C,

0
@a(x) = Z Ay Xk
k=1
I. Demostrar que la serie en la definicién de @4 converge de manera absoluta y |@q(x)| < |a]7 [|X]oo-

II. Demostrar que @4 es un funcional lineal.
III. Dado m en N, calcular @q(um) v |@a(um)|, donde

Uy = (sign(m )y-..ysign(am),0,0,.. )

IV. Demostrar que ||@q| = [al);.

Ejercicio 8. 10%.

La forma general de los funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones
convergentes al cero. Sea \: co(N) — C un funcional lineal acotado. Construir a en £'(N) tal que
P = @q, donde @ estd definido en el ejercicio anterior. Notemos las etapas importantes de la solucion.

I. Definir a.

II. Demostrar que a € (' (N). Esta es la parte méas interesante del ejercicio. Se recomienda utilizar la
desigualdad

W ()| < W]} [wmloo,

donde u;, se define como en el ejercicio anterior.

III. Demostrar que P(x) = @q(x) para cada x en co(N). Se recomienda usar la base de Schauder
canénica de co(N) y el hecho que los funcionales lineales acotados convierten series convergentes en
series convergentes.

Ejercicio 9. 5%.
Ejemplo de funcional lineal acotado en el espacio de las sucesiones convergentes al cero.
Definimos 1: ¢o(N) — C,

0
— X
n(x) ’_Zia
j=1
esto es,
& X %
n(x) = > + 1 + 3 + .

I. Encontrar a en {! (N) tal que n = @q, donde @, estd definido en los ejercicios anteriores.

II. Calcular |n| usando los resultados de los ejercicios anteriores.
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Ejercicio 10. 8%.
Ejemplo de funcional lineal no acotado. Denotemos por P([0,3]) al espacio normado complejo
de las funciones polinomiales definidas en [0, 3], con la norma-supremo. Definimos p: P([0,3]) — C,

p(x) = x(0) + 5x'(2).

I. Mostrar que p es lineal.

II. Construir una sucesién (Yn)nen tal que yn € P([0,3]) para cada n en N, |[yn|sup > O para cada n
en Ny
lp(yn)|

lim
[ynlsup

n—o

= 40

III. Demostrar que p no es acotado.

Ejercicio 11. 8%.

Ejemplo de aplicacion del teorema de Hahn—Banach: existencia del funcional lineal aco-
tado que “aprecia bien” el vector dado. Sea V un espacio normado complejo y sea a € V, a # Oy.
Demostrar que existe f en V* tal que |f| =1y f(a) = |a.

En los siguientes 3 ejercicios (ejercicios 12, 13, 14) se trata de un operador lineal acotado en un espacio
de sucesiones.

Ejercicio 12. 10%.
El operador de multiplicacién en ¢P(N). Sea a € {*(N) y sea 1 < p < +00.

I. Demostrar que si x € {P(N), entonces ax € {P(N) y
laxlp < llalo x]p-

II. Definimos Mq: ¢P(N) — (P(N),
Mq(x) == ax,

esto es,
Ma(x) = (am) azx2, a3X3, . . )

También podemos explicar la regla de correspondencia en forma de tabla.

k 1 2 3 4
Xk X1 X2 X3 X4
(Max)x aix azxz asxs asxy
Mostrar que Mg € B(#(N)) y
IMa|l < llafco.
III. Para cada m en N, calcular Me,,, donde e, = (6mvk)keN'

IV. Demostrar que |[Mq| = | a -
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Ejercicio 13. 10%.
Invertibilidad del operador de multiplicacién en €P(N). Sea a € {*(N) y sea 1 < p < +0.
Seguimos trabajando con el operador M, del ejercicio anterior.

I. Demostrar que 0 ¢ cl(a[N]) si, y solo si,
In>0 VkeN lax| =n.
IT. Demostrar que si 0 ¢ cl(a[N]), entonces 1/a € {*(N) y
MoMy/q = My;eMg = L

1|~! para cada m en N.

ITI. Demostrar que si Mg es invertible, entonces [Mgem |, = [Mg
VI. Demostrar que si M4 es invertible, entonces 0 ¢ cl(a[N]).

V. Usando los resultados de los incisos anteriores, enunciar el criterio de invertibilidad de M,.
Ejercicio 14. 10%.

El espectro del operador de multiplicacién en €P(N). Sea a € (*(N) y sea 1 < p < +0.
Seguimos trabajando con el operador M del ejercicio anterior.

I. Dado A en C, demostrar que AI — Mg = M1, _q, donde Ty es la sucesién constante 1.
II. Hallar el espectro de M,.
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Analisis Matematico IV.
Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”.
Variante 0.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores, varias descripciones equivalentes de
transformaciones lineales acotadas, varias definiciones equivalentes de la norma de la transformacion
lineal, normas de matrices, normas de funcionales lineales, ejemplos de funcionales lineales acotados
y no acotados, ejemplos de espacios duales, ejemplos de aplicaciones del teorema de Hahn—Banach,
ejemplos de andlisis de invertibilidad.

Ejercicio 1. 5 %.
Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores. Sean V, W espacios vec-
toriales complejos y sea T: V — W una transformacién lineal. Sean A € C, X € V. Demostrar que

T[AX] = AT[X].

Ejercicio 2. 5 %.

Transformaciones lineales acotadas, varias descripciones equivalentes. Sean V, W espacios
normados, V # {Oy}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Denotamos de la siguiente manera
a las bolas unitarias abierta y cerrada en V:

By = {veV: |v| <1}, Xy:={veV: |v|y <1}
Supongamos que T[By] es un conjunto acotado en W. Demostrar de manera directa que T[Xy] es un

conjunto acotado en W. Este ejercicio es una parte del criterio de transformaciones lineales acotadas.

Ejercicio 3. 5 %.
Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacion lineal. Sean V, W espacios
normados, V # {Ov}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar de manera directa que

TXW

sup LW g Ty
xeV HXHV veVv

x#0y viv<1
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Ejercicio 4. 6 %.
Ejemplo de célculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando
los espacios de vectores estdn dotados de la norma | - |«. Sea

A —4 1 2
o 2 4 1|

M = max Z |AS k|-

1<]<2

I. Calcular el nimero

I1. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
|AX] o < M[[x]o0-
II1. Construir un vector y en C3 tal que

[yle =1, |AY[e =M

IV. Definimos Ta: (C3, [ - |o) — (C%,|| - |o0), Ta(x) := Ax. Calcular la norma de Ta.

Ejercicio 5. 6 %.
Ejemplo de calculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando
los espacios de vectores estan dotados de la norma | - ||;. Sea

A 4 1 2
o 2 4 1|

N = A
19 Z Al

I. Calcular el niimero

II. Demostrar que para cada x en C> se cumple la desigualdad
IAX[ < N x[ls.
II1. Construir un vector z en C> tal que
lzli =1, [Azli =N

IV. Definimos Ua: (C3, | - 1) — (C% | - [1), Ua(x) :== Ax. Calcular la norma de Ux.
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En los siguientes 4 ejercicios (ejercicios 6, 7, 8, 9) se trata de funcionales lineales acotados en un espacio
de sucesiones. Se recomienda resolver estos ejercicios en el orden indicado.

Ejercicio 6. 5 %.

La base de Schauder candnica del espacio de las sucesiones de soporte finito con la
norma-supremo. Denotamos por cg,(N) al espacio de las sucesiones de soporte finito, dotado de la
norma-supremo (en realidad, el supremo se alcanza):

Chn(N) = {x eC: {keN: x #0} es ﬁmto}, IX] o5 = sup [x|-
keN
Usando el criterio de subconjuntos finitos de N, mostrar que
Can(N) = {xe CY: 3ImeN Vk>m x = o}.

Para cada p en N, denotamos por e, la p-ésima sucesién bésica. Demostrar que (ep)pen es una base de
Schauder de cgy, (N). Méas ain, mostrar que cada elemento de cq,(N) es una combinacién lineal finita
de sucesiones bésicas.

Ejercicio 7. 10%.
Funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones de soporte finito con la
norma-supremo. Sea a € {'(N). Definimos @q: cg,(N) — C,

o0
Qa(x) = Z QX
k=1

I. Demostrar que la serie en la definicién de @, converge de manera absoluta y |@q(x)| < |alli [|x] -
II. Demostrar que @4 es un funcional lineal.
ITII. Dado m en N, calcular @q(um) v |@a(im)|, donde

Uy = (sign(cu )y« ..ysign(am),0,0,.. )

IV. Demostrar que |@q| = ||a;.

Ejercicio 8. 10%.

La forma general de los funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones de
soporte finito con la norma-supremo. Sea \: cg,(N) — C un funcional lineal acotado. Construir
a en ¢'(N) tal que P = @q, donde @, estd definido en el ejercicio anterior. Notemos las etapas
importantes de la solucion.

L. Definir a, para cada p en N.

I1. Demostrar que a € ¢'(N). Esta es la parte mds interesante del ejercicio. Se recomienda utilizar la
desigualdad

W ()| < [ wmon,

donde u,, se define como en el ejercicio anterior.

III. Demostrar que P(x) = @q(x) para cada x en cq,y(N). Se recomienda representar x como cierta
combinacién lineal (finita) de las sucesiones bésicas.
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Ejercicio 9. 5%.
Ejemplo de funcional lineal acotado en el espacio de las sucesiones de soporte finito con
la norma-supremo. Definimos n: cg,(N) — C,

esto es, « < «
() =33+ 55 t 3t
I. Encontrar a en {'(N) tal que 1 = @q, donde @ estd definido en los ejercicios anteriores.
II. Calcular |n| usando los resultados de los ejercicios anteriores.
Ejercicio 10. 8%.
Ejemplo de funcional lineal no acotado. Definimos p: cq,(N) — C,

0
p(x) = Z K2 Xy
k=1

1. Explicar por qué la suma en la definicién de p tiene sentido.
II. Mostrar que p es lineal.

ITI. Construir una sucesion (Yn)nen tal que yn € can(N) para cada n en N, |[yn|s > 0 para cada n en
Ny

lim lp(Yn)|

= +o0.
=0 [Yn o

IV. Demostrar que p no es acotado.

Ejercicio 11. 8%.

Ejemplo de aplicacion del teorema de Hahn—Banach: la existencia de un “sistema dual”
para un sistema finito de vectores linealmente independientes. Sea V un espacio normado
complejo, sea m € Ny sean aj,...,am € V tales que la lista (aj,..., an) es linealmente independiente.
Demostrar que existen fq,..., i, € V* tales que

Vj,ke{1,...,m} fj(ak)=6j’k.

En los siguientes 3 ejercicios (ejercicios 12, 13, 14) se trata de un operador lineal acotado en un espacio
de sucesiones.

Ejercicio 12. 10%.
El operador de desplazamiento a la izquierda en ¢P(N). Sea 1 < p < +00. Definimos L: {P(N) —
s (N)7

(Lx)k = Xx41-

1. Para entender mejor la definiciéon de Lx, calcular las primeras cuatro componentes de la sucesién
Lx:

(Lx)s, (Lx)2, (Lx)s, (Lx)4.

Después de esto, escribir la respuesta en forma breve:
Ix — (?, 2,7,7, )

Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”, variante 0, pagina 4 de 5



También escribir la respuesta como la siguiente tabla.

k 1 2 3 4
Xk X1 X2 X3 X4
(Lx)x ? ? ? ?

II. Sea x € {P(N). Demostrar que Lx € (P(N) y |Lx|, < [x|p. En particular, este calculo justifica que
la definicién del operador L es consistente.

ITI. Demostrar que L es un operador lineal.
IV. Demostrar que L es un operador lineal acotado y que |L| < 1.

V. Sea m € N. Calcular Le,,, donde e, = (Sm,k) eN" Indicacién: es obligatorio usar la definicion formal
de L. Puede ser 1til considerar varios casos posibles.

VI. Demostrar que |L| = 1.
Ejercicio 13. 10%.

Invertibilidad del operador de desplazamiento a la izquierda en €P(N). Sea 1 < p < +o0.
Seguimos trabajando con el operador L: {P(N) — {P(N) del ejercicio anterior.

I. Encontrar v en {P(N) tal que
v # OEP(N)a Lv = OEP(N)'
II. Dado y en {P(N), construir x en {P(N) tal que Lx =y.
III. Construir U e B({P(N)) tal que LU = L.
IV. Hacer conclusiones sobre la invertibilidad de L: jes invertible por la izquierda? ;es invertible por

la derecha? jes invertible?

Ejercicio 14. 10%.
El espectro del operador de desplazamiento a la izquierda en ¢P(N). Sea 1 < p < +o0.
Seguimos trabajando con el operador L: {P(N) — {P(N) del ejercicio anterior.

I. Sea A € C tal que |A| > 1. Demostrar que el operador Al — L es invertible. Se recomienda usar el
resultado sobre la serie de Neumann.

II. Sea A € C tal que |A| < 1. Encontrar v en {P(N) tal que
v # O (), Lv = Av.

Se recomienda escribir la ecuaciéon Lv = Av como un sistema infinito de ecuaciones:
(Lv)x = (AW)x (k e N),

simplificar el lado izquierdo y el lado derecho, y encontrar una solucién no nula de este sistema de
ecuaciones.

III. Sea A € C tal que |A| < 1. Usando el resultado del inciso II explicar que el operador Al — L no es
inyectivo.

IV. Encontrar el espectro de L.
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Analisis Matematico IV.
Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”.
Variante 1.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores, varias descripciones equivalentes de
transformaciones lineales acotadas, varias definiciones equivalentes de la norma de la transformacion
lineal, normas de matrices, normas de funcionales lineales, ejemplos de funcionales lineales acotados
y no acotados, ejemplos de espacios duales, ejemplos de aplicaciones del teorema de Hahn—Banach,
ejemplos de andlisis de invertibilidad.

Ejercicio 1. 5 %.
Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores. Sean V, W espacios vec-
toriales complejos y sea T: V — W una transformacién lineal. Sean X, Y € V. Demostrar que

TX+Y] =T[X] + T[Y].

Ejercicio 2. 5 %.

Transformaciones lineales acotadas, varias descripciones equivalentes. Sean V, W espacios
normados, V # {0y}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Supongamos que a € V y la funcién
T es continua en el punto a. Demostrar que T es continua en el punto Oy.

Ejercicio 3. 5%.

Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacion lineal. Sean V, W espacios
normados, V # {Ov}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar de manera directa que el
ndmero

sup || Tx|w
\X)H(fxsl

es el elemento minimo del conjunto

U:={Ce[0,+x]: WYweV [W|w<Clv|v}.
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Ejercicio 4. 6 %.
Ejemplo de célculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estdn dotados de la norma | - |«. Sea
A |5 32 ] .
1 2 5
I. Calcular el niimero
M= s, Z A

I1. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
|AX] oo < Moo
II1. Construir un vector y en C3 tal que

[yle =1, AY[e =M

IV. Definimos Ta: (C3, [ - |o) — (C%, || - |o0), Ta(x) := Ax. Calcular la norma de Ta.

Ejercicio 5. 6 %.
Ejemplo de calculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estan dotados de la norma | - ||;. Sea
A |5 32 ] .
1 2 5
I. Calcular el nimero
N= 12623 Z Ajl-
II. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
IAX]l1 < N x]r.
II1. Construir un vector z en C> tal que
Izl =1, [Azli =N

IV. Definimos Ua: (C3, | - 1) — (C% | - 1), Ua(x) :== Ax. Calcular la norma de Unx.
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En los siguientes 4 ejercicios (ejercicios 6, 7, 8, 9) se trata de funcionales lineales acotados en un espacio
de sucesiones. Se recomienda resolver estos ejercicios en el orden indicado.

Ejercicio 6. 5 %.
La base de Schauder canénica del espacio de las sucesiones cuadrado sumables. Para cada

p en N, denotamos por e, la p-ésima sucesién bésica. Demostrar que (ep)pen es una base de Schauder
de £#(N).

Ejercicio 7. 10%.
Funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones cuadrado sumables. Sea
a € £2(N). Definimos @4: £#(N) — C,

o0
Qa(x) = Z Ay Xk
k=1

I. Demostrar que la serie en la definicién de @4 converge de manera absoluta y que |@q(x)| < ||a|2 [|x]2.
II. Demostrar que @4 es un funcional lineal.

III. Dado m en N, calcular |[um|2, @a(tm) ¥ |@a(um)|, donde
U = (aﬁ,...,m,o,o,...).

IV. Demostrar que ||@q| = |al2.

Ejercicio 8. 10%.

La forma general de los funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones
cuadrado sumables. Sea \: {*(N) — C un funcional lineal acotado. Construir a en £?(N) tal que
P = @q, donde @ estd definido en el ejercicio anterior. Notemos las etapas importantes de la solucion.

L. Definir a, para cada p en N.

I1. Demostrar que a € ¢2(N). Es la parte més interesante de este ejercicio. Se recomienda utilizar la
desigualdad

W ()| < W] uml2,
donde u;, se define como en el ejercicio anterior.

ITI. Demostrar que P(x) = @q(x) para cada x en ¢*(N). Usar la base de Schauder canénica de ¢2(N)
y el hecho que los funcionales lineales acotados convierten series convergentes en series convergentes.

Observacion. El teorema de Riesz—Fréchet también da una descripcion del espacio dual de EZ(N), pero
en la solucién de este ejercicio se propone no usar el teorema de Riesz—Fréchet.

Ejercicio 9. 5 %.
Ejemplo de funcional lineal acotado en el espacio de las sucesiones cuadrado sumables.
Definimos 1: ¢*(N) — C,

esto es,

I. Encontrar a en ¢?(N) tal que 1 = @4, donde @, estd definido en los ejercicios anteriores.

II. Calcular |n| usando los resultados de los ejercicios anteriores.
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Ejercicio 10. 8%.
Ejemplo de funcional lineal no acotado. Denotemos por V al espacio normado complejo de las
funciones infinitamente suaves [0,5] — C, con la norma

Ix[lv = < LS x(t)[? dt)

p(x) =x"(3).

12

Definimos p: V — C,
I. Mostrar que p es lineal.
I1. Construir una sucesion (Yn)nen tal que yn € V para cada n en N, |yn|y > 0 para cadanen Ny

lim lp(yn)| .

=0 fynlv

III. Demostrar que p no es acotado.

Ejercicio 11. 8%.

Hiperplanos y funcionales lineales. Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un hipersubes-
pacio de V. En otras palabras, estamos suponiendo que a € V\W 'y V = W+ Ca. Demostrar que existe
un funcional lineal no nulo f: V — C tal que ker(f) = W. Se recomienda el siguiente plan de solucién.

I. Mostrar que para cada elemento v de V existe un tnico par (w,A) en W x C tal que v =w + Aa.
II. Definir f: V — C de manera apropiada.

III. Demostrar que f es un funcional lineal.

IV. Calcular f(a). Mostrar que f es no nulo.

V. Demostrar que ker(f) = W.

En los siguientes 3 ejercicios (ejercicios 12, 13, 14) se trata de un operador lineal acotado en un espacio
de sucesiones.

Ejercicio 12. 10%.
El operador de desplazamiento a la derecha en €P(N). Sea 1 < p < +00. Definimos R: {P(N) —

P(N),
0, k=1,
(RX)k =
X1, keN, k= 2.

I. Para entender mejor la definicion de Rx, calcular las primeras cuatro componentes de la sucesion
Rx:

(Rx)1, (Rx)32, (Rx)3, (Rx)4.

Después de esto, escribir la respuesta en forma breve:

Rx = (?, 2, 2,2, )

También escribir la respuesta como la siguiente tabla.

k 1 2 3 4
Xk X1 X2 X3 X4
Rx) || ? ? ? ?
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II. Sea x € (P(N). Demostrar que Rx € {P(N) y [Rx|p, = [|x[|p. En particular, este célculo justifica que
la definicién del operador R es consistente.

ITI. Demostrar que R es un operador lineal.

IV. Demostrar que R es un operador lineal acotado y que |[R|| = 1.

V. Sea m € N. Calcular Re;,,, donde e, = (6m’k)k€N. Indicacion: es obligatorio usar la definiciéon formal
de R.

Ejercicio 13. 10%.
Invertibilidad del operador de desplazamiento a la derecha en ¢P(N). Sea 1 < p < +0.
Seguimos trabajando con el operador R: (P(N) — (P(N) del ejercicio anterior.

I. Demostrar que R es inyectivo usando su propiedad isométrica. Encontrar ker(R).
II. Construir U € B({P(N)) tal que UR = 1.
III. Sea y € (P(N) tal que y; # 0. Demostrar que no existe x en {P(N) tal que

Rx =y.
IV. Supongamos que y € (P(N) tal que y; = 0. Demostrar que existe x en {P(N) tal que
Rx =y.

V. Encontrar la imagen de R.
VI. Hacer conclusiones sobre la invertibilidad de R: jes invertible por la izquierda? jes invertible por
la derecha? jes invertible?

Ejercicio 14. 10%.
El espectro del operador de desplazamiento a la derecha en €P(N). Sea 1 < p < 4+00. Seguimos
trabajando con el operador R: {P(N) — (P(N) del ejercicio anterior.

I. Sea A € C tal que |A| > 1. Demostrar que el operador Al — L es invertible. Se recomienda usar el
resultado sobre la serie de Neumann.

II. Sea A € C tal que |A| < 1. Demostrar que la ecuacién (Al — R)x = e no tiene solucién en {P(N). Se
recomienda escribir la ecuacién Rx = e; como un sistema infinito de ecuaciones:

(A —Rx)i = (e1)x  (keN),

simplificar el lado izquierdo y el lado derecho, mostrar que este sistema de ecuaciones tiene una tnica
solucién x € CN, pero la solucién x no pertenece al espacio £P(N).

III. Sea A € C tal que |A| < 1. Usando el resultado del inciso I explicar que el operador AI — R no es
suprayectivo.

IV. Encontrar el espectro de R.
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Analisis Matematico IV.
Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”.
Variante 2.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores, varias descripciones equivalentes de
transformaciones lineales acotadas, varias definiciones equivalentes de la norma de la transformacion
lineal, normas de matrices, normas de funcionales lineales, ejemplos de funcionales lineales acotados
y no acotados, ejemplos de espacios duales, ejemplos de aplicaciones del teorema de Hahn—Banach,
ejemplos de andlisis de invertibilidad.

Ejercicio 1. 5 %.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores. Sean V, W espacios vec-
toriales complejos y sea T: V — W una transformacién lineal. Sean X,Y < V. Recordar la definicién
del conjunto X — Y (el conjunto de las diferencias), no confundirlo con X\Y. Demostrar de manera

directa que
! TX =Y] =T[X] = T[Y].

Ejercicio 2. 5%.
Transformaciones lineales acotadas, varias descripciones equivalentes. Sean V, W espacios
normados, V # {0y}, y sea T: V — W una transformacién lineal acotada, es decir, existe C = 0 tal
que

Vx eV [Tx|w < C[x]v-

Demostrar que para cada conjunto A < V, acotado en V, el conjunto T[A] es acotado en W.

Ejercicio 3. 5%.
Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacién lineal. Sean V, W espacios
normados, V # {Oy}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar de manera directa que el

numero
T w

xev  x[v
x#0v

es el elemento minimo del conjunto

U:={Ce[0,+x]: WeV [W|w<C|v|v}.
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Ejercicio 4. 6 %.
Ejemplo de célculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estdn dotados de la norma | - |«. Sea
A | 5 63 ] '
-4 1 2
I. Calcular el niimero
M= s, Z A

I1. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
|AX] oo < Moo
II1. Construir un vector y en C3 tal que

[yle =1, AY[e =M

IV. Definimos Ta: (C3, [ - |o) — (C%, || - |o0), Ta(x) := Ax. Calcular la norma de Ta.

Ejercicio 5. 6 %.
Ejemplo de calculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando

los espacios de vectores estan dotados de la norma | - ||;. Sea
A | 5 63 ] .
-4 1 2
I. Calcular el nimero
N= 12623 Z Ajl-
II. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
IAX]l1 < N x]r.
II1. Construir un vector z en C> tal que
Izl =1, [Azli =N

IV. Definimos Ua: (C3,| - 1) — (C% | - [1), Ua(x) :== Ax. Calcular la norma de Ux.
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En los siguientes 4 ejercicios (ejercicios 6, 7, 8, 9) se trata de funcionales lineales acotados en un espacio
de sucesiones. Se recomienda resolver estos ejercicios en el orden indicado.

Ejercicio 6. 5 %.
La base de Schauder canodnica del espacio de las sucesiones absolutamente sumables. Para

cada p en N, denotamos por e, la p-ésima sucesion basica. Demostrar que (ep)pen €s una base de
Schauder de ¢'(N).

Ejercicio 7. 10%.
Funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones absolutamente sumables. Sea
a € {°(N). Definimos @q: ' (N) — C,

0
Pa(x) = Z ayX.
k=1

I. Demostrar que la serie en la definicién de @ converge de manera absoluta y que |@q(x)| < [a]« [|X]1-
II. Demostrar que @4 es un funcional lineal.
III. Dado m en N, calcular |ley |1, @a(em) ¥ |@a(em)|, donde e, = (Sm,k)keN.

IV. Demostrar que [@q| = [|aoo-

Ejercicio 8. 10%.

La forma general de los funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones
absolutamente sumables. Sea 1: {'(N) — C un funcional lineal acotado. Construir a en ¢*(N) tal
que P = @q, donde @ estd definido en el ejercicio anterior. Notemos las etapas importantes de la
solucién.

L. Definir a, para cada p en N.

II. Demostrar que a € {*(N). Es la parte més interesante de este ejercicio. Se recomienda utilizar la
desigualdad

[b(em)| < Wl [emlr-

ITI. Demostrar que {(x) = @q(x) para cada x en €' (N). Se recomienda usar la base de Schauder
canénica de ¢'(N) y el hecho que los funcionales lineales acotados convierten series convergentes en
series convergentes.

Ejercicio 9. 5 %.
Ejemplo de funcional lineal acotado en el espacio de las sucesiones absolutamente suma-
bles. Definimos 1: ¢'(N) — C,

() = (-,

)=

—_

esto es,
nx) = —x2+x5 —xg + - - .

I. Encontrar a en {*(N) tal que 1 = @4, donde @4 estd definido en los ejercicios anteriores.

II. Calcular |n| usando los resultados de los ejercicios anteriores.
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Ejercicio 10. 8%.
Ejemplo de funcional lineal no acotado. Denotemos por E al espacio normado complejo de las
funciones infinitamente suaves [1,4] — C, con la norma

e (| ' xuf )

12
Definimos p: V — C,

I. Mostrar que p es lineal.

II. Construir una sucesién (Yn)nen tal que yn € E para cada n en N, |ynllg > 0 para cadanen Ny

lim PGyl ~+00.

noo fynfe

III. Demostrar que p no es acotado.

Ejercicio 11. 8%.
Ejemplo de aplicacion del teorema de Hahn—Banach: el encaje canénico al espacio bidual.
Sea V un espacio normado complejo. Denotamos por V** el espacio dual del espacio V*:

V* = B(B(V,C),C).

Definimos ¥: V — V**,
Y(a)(f) = f(a) (aeV, feV*).

Demostrar que para cada a en V se cumple la igualdad

[¥(a)] = [al-

En los siguientes 3 ejercicios (ejercicios 12, 13, 14) se trata de un operador lineal acotado en un espacio
de sucesiones.

Ejercicio 12. 10%.
El operador de desplazamiento a la izquierda en €P(7Z). Sea 1 < p < +00. Definimos L: {P(Z) —

(2),

(Lx)k = Xk41-
I. Para entender mejor la definicién de Lx, calcular las siguientes componentes de la sucesién Lx:
(LX),z, (LX),], (Lx)0> (LX)], (LX)Z-

Después de esto, escribir la respuesta en forma breve:

Ix — ( 2N S B N )

posicién 0

También escribir la respuesta como la siguiente tabla.

k -2 —1 0 1 2
Xk X_2 X_1 X0 X1 X2
(Ix) || ? ? ? ? ?
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II. Sea x € {P(Z). Demostrar que Lx € (P(Z) y ||[Lx|, = [x|p. En particular, este calculo justifica que
la definicién del operador L es consistente.

ITI. Demostrar que L es un operador lineal.
IV. Demostrar que L es un operador lineal acotado y ||L| = 1.

V. Sea m € N. Calcular Ley,, donde e, = (6m,k) o Indicacion: es obligatorio usar la definiciéon formal
de L.

Ejercicio 13. 10%.
Invertibilidad del operador de desplazamiento a la izquierda en €P(Z). Sea 1 < p < +.
Seguimos trabajando con el operador L: {P(Z) — (P(Z) del ejercicio anterior.

I. Calcular ker(L). Determinar si L es inyectivo.
II. Sea y € {P(Z). Encontrar x en {P(Z) tal que Lx = y. Determinar si L es suprayectivo.
III. Encontrar U € B({P(Z)) tal que
UL =1, LU=1I
Es obligatorio verificar ambas igualdades.

IV. Hacer conclusiones sobre la invertibilidad de L.

Ejercicio 14. 10%.
Invertibilidad del operador de desplazamiento a la izquierda en €P(Z). Sea 1 < p < +0.
Seguimos trabajando con el operador L: {P(Z) — (P(Z) del ejercicio anterior.

I. Sea A € C tal que |A| > 1. Demostrar que el operador Al — L es invertible. Se recomienda usar el
resultado sobre la serie de Neumann.

II. Sea A € C tal que |A| < 1. Demostrar que el operador AI — L es invertible. Se recomienda usar la
igualdad

Al—L=—L(I-1lalL™")
y el resultado sobre la serie de Neumann.

III. Sea A € C tal que |[A| = 1. Dado n en N, pongamos

m .
Uy = Z Ne;.
j=0
Calcular JAL— Dy
—Lu
(AL = L)un, |AL = L)unlp, [unp, —",
[unllp
IV. Sea A € C tal que |A] = 1. Demostrar que Al — L no es “acotado por abajo” y por eso no es
invertible.

V. Encontrar el espectro de L.
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Analisis Matematico IV.
Tarea “Transformaciones lineales acotadas en espacios normados”.
Variante 3.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores, varias descripciones equivalentes de
transformaciones lineales acotadas, varias definiciones equivalentes de la norma de la transformacion
lineal, normas de matrices, normas de funcionales lineales, ejemplos de funcionales lineales acotados
y no acotados, ejemplos de espacios duales, ejemplos de aplicaciones del teorema de Hahn—Banach,
ejemplos de andlisis de invertibilidad.

Ejercicio 1. 5 %.

Transformaciones lineales y operaciones con conjuntos de vectores. Sean V, W espacios vec-
toriales complejos y sea T: V. — W una transformacién lineal no nula. Supongamos que V # {Oy}.
Encontrar un conjunto X € V tal que

T[X + X] # 2T[X].

Este ejercicio muestra que en algunos casos T[aX + fX] no coincide con (« + 3)T[X].

Ejercicio 2. 5 %.

Transformaciones lineales acotadas, varias descripciones equivalentes. Sean V, W espacios
normados, V # {0y}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Denotamos por Xy a la bola unitaria
cerrada en V:

Xy={xeV: x|y <1}.
Supongamos que T[Xy] es un conjunto acotado en W. Demostrar de manera directa que T es una
transformacion lineal acotada, es decir, existe C = 0 tal que

YwweV [Tv[w < C|vlv.

Este ejercicio es una parte del criterio de transformaciones lineales acotadas.

Ejercicio 3. 5%.
Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacién lineal. Sean V, W espacios
normados, V # {Oy}, y sea T: V — W una transformacién lineal. Demostrar de manera directa que

TXW

W [Tl
xev |x[lv eV

X#O\/ |V||\/:]
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Ejercicio 4. 6 %.
Ejemplo de célculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando
los espacios de vectores estdn dotados de la norma | - |«. Sea

A__o 3 4
15 =3 1|’

M = max Z |A x|

1<]<2

I. Calcular el nimero

I1. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
|AX] oo < Moo
II1. Construir un vector y en C3 tal que

[yle =1, AY[e =M

IV. Definimos Ta: (C3, | - |o) — (C%, || - |0), Ta(x) := Ax. Calcular la norma de Ta.

Ejercicio 5. 6 %.
Ejemplo de calculo de la norma de la transformacién lineal asociada a una matriz, cuando
los espacios de vectores estan dotados de la norma | - ||;. Sea

0 3 4
A= .
[5 -3 1]

N = A
19 Z Al

I. Calcular el niimero

II. Demostrar que para cada x en C3 se cumple la desigualdad
IAX[ < N x[ls.
II1. Construir un vector z en C> tal que
lzli =1,  [Azli =N

IV. Definimos Ua: (C3, | - 1) — (C% | - [1), Ua(x) :== Ax. Calcular la norma de Ux.
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En los siguientes 4 ejercicios (ejercicios 6, 7, 8, 9) se trata de funcionales lineales acotados en un espacio
de sucesiones. Se recomienda resolver estos ejercicios en el orden indicado.

Ejercicio 6. 5%.
La base de Schauder candnica del espacio de las sucesiones de soporte finito con la norma
de ¢'. Denotamos por V al espacio de las sucesiones de soporte finito, dotado de la norma de £':

o]
V= {x e {keN: x#0} es ﬁnito}, by = Ixli = 3 -
k=1

Usando el criterio de subconjuntos finitos de N, mostrar que
V= {xe(CN: dJmeN Vk>m xk=0}.

Para cada p en N, denotamos por e, la p-ésima sucesién bésica. Demostrar que (ep)pen €s una base
de Schauder de V. Més atn, mostrar que cada elemento de V es una combinacién lineal finita de
sucesiones bésicas.

Ejercicio 7. 10%.
Funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones de soporte finito con la

norma de ¢'. Denotamos por V al espacio normado del ejercicio anterior. Sea a € {*°(N). Definimos
©q: V- C,

0
Pa(x) = 2 Ay XK.
k=1

I. Demostrar que la serie en la definicién de @, converge de manera absoluta y que |@q(x)| < |alleo [x]v-
II. Demostrar que @4 es un funcional lineal.

III. Dado m en N, calcular [em v, @a(em) y [@a(em)|, donde em = (Smk)ken-

IV. Demostrar que [|@q] = ||a]x-

Ejercicio 8. 10%.

La forma general de los funcionales lineales acotados en el espacio de las sucesiones de
soporte finito con la norma de {'. Sea V el espacio normado del ejercicio anterior y sea {p: V — C

un funcional lineal acotado. Construir a en {*(N) tal que Y = @4, donde @, estd definido en el
ejercicio anterior. Notemos las etapas importantes de la solucion.

L. Definir ap para cada p en N.

II. Demostrar que a € {(*(N). Esta es la parte més interesante del ejercicio. Se recomienda utilizar la
desigualdad

[W(em)| < W] llemlr

III. Demostrar que P(x) = @q(x) para cada x en V. Se recomienda representar x como cierta combi-
nacién lineal (finita) de las sucesiones bésicas.

Ejercicio 9. 5%.
Ejemplo de funcional lineal acotado en el espacio de las sucesiones de soporte finito con
la norma de ('. Sea V el espacio de los ejercicios anteriores. Definimos n: V — C,
<
X)i= Y ——=X2
n(x) =Y T

j=1
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esto es,

(x)—lx +%x +§x+
n T X2 g g%e .

I. Encontrar a en {*(N) tal que 1 = @4, donde @4 estd definido en los ejercicios anteriores.
II. Calcular |n| usando los resultados de los ejercicios anteriores.
Ejercicio 10. 8%.

Ejemplo de funcional lineal no acotado. Denotemos por P([0,5]) al espacio normado complejo
de las funciones polinomiales definidas en [0, 5], con la norma-supremo. Definimos p: P([0,5]) — C,

I. Mostrar que f es un funcional lineal.

II. Construir una sucesién (Yn)nen tal que yn € P([0,5]) para cada n en N, [yn[sup > O para cada n
en Ny

=% [Yn||sup

ITI. Demostrar que p no es acotado.

Ejercicio 11. 8%.

Cada funcional lineal con nucleo cerrado es continuo. Sea V un espacio normado complejo y
sea f: V — C un funcional lineal no nulo. Supongamos que W := ker(f) es un subconjunto cerrado

de V. Demostrar que f es continuo usando el espacio cociente V/W. Es importante explicar bien las
siguientes partes de la solucion.

I. Demostrar que la proyeccién canénica Q: V — V/W es continua.

II. Mostrar que existe un isomorfismo de espacios vectoriales A: V/W — C.
III. Mostrar que A es una funcién continua.

IV. Definimos ¢ := A o Q. Demostrar que ker(f) = W.

V. Mostrar que g es una funcién continua y f es un multiplo de g.

En los siguientes 3 ejercicios (ejercicios 12, 13, 14) se trata de un operador lineal acotado en un espacio
de sucesiones.

Ejercicio 12. 10%.
El operador de desplazamiento a la derecha en (P(Z). Sea 1 < p < +00. Definimos R: (P(Z) —

tr(z),
(RX)k = Xk—1-

I. Para entender mejor la definicion de Rx, calcular las siguientes componentes de la sucesion Rx:

(RX)—2> (RX)—1> (RX)O) (RX)U (RX)Z-

Después de esto, escribir la respuesta en forma breve:

posicién 0
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También escribir la respuesta como la siguiente tabla.

k -2 —1 0 1 2
Xk X-2 X1 X0 X1 X2
(Rx)x ? ? ? ? ?

II. Sea x € {P(Z). Demostrar que Rx € {P(Z) y |Rx|, = [x|p. En particular, este calculo justifica que
la definicién del operador R es consistente.

III. Demostrar que R es un operador lineal.

IV. Demostrar que R es un operador lineal acotado y ||R| = 1.
V. Sea m € N. Calcular Re;,, donde e;, = (Sm‘k)
de R.

Ejercicio 13. 10%.
Invertibilidad del operador de desplazamiento a la derecha en €P(Z). Sea 1 < p < +.
Seguimos trabajando con el operador R: £P(Z) — {P(Z) del ejercicio anterior.

«ez- Indicacion: es obligatorio usar la definicién formal

I. Calcular ker(R). Determinar si R es inyectivo.
II. Sea y € {P(Z). Encontrar x en {P(Z) tal que Rx = y. Determinar si R es suprayectivo.
III. Encontrar U € B(£P(Z)) tal que
UR =1, RU = L.
Es obligatorio verificar ambas igualdades.
IV. Hacer conclusiones sobre la invertibilidad de R.
Ejercicio 14. 10%.

Invertibilidad del operador de desplazamiento a la derecha en (P(Z). Sea 1 < p < +0.
Seguimos trabajando con el operador R: {P(Z) — {P(Z) del ejercicio anterior.

I. Sea A € C tal que |[A| > 1. Demostrar que el operador Al — R es invertible. Se recomienda usar el
resultado sobre la serie de Neumann.

II. Sea A € C tal que |A] < 1. Demostrar que el operador AI — R es invertible. Se recomienda usar la
igualdad

Al—R=—R(I-1aR™")
y el resultado sobre la serie de Neumann.

III. Sea A € C tal que |A] = 1. Dado n en N, pongamos

m .
Wy = Z Ae;.
=0
Calcular IAL— R)wa
— R)w
AL=Rwn,  [AL=Rwnlp,  [walp, =
[wnllp
IV. Sea A € C tal que |A| = 1. Demostrar que Al — R no es “acotado por abajo” y por eso no es
invertible.

V. Encontrar el espectro de R.
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