
Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante α.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 6, v P Rn,

v “

„

´3, ´1,
1

2
, 2, 4, 5

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp1q, Fp2q, Fp3q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 4, v P Rn, p P Rn,

v “ r´3, ´1, 2, 5s
J
, p “

„

1

8
,
1

4
,
1

4
,
3

8

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp´2q, Fp´1q, Fp1q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “ 1r0,1sptq “

#

1, 0 ď t ď 1,

0, en otro caso.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a, b P R, a ă b, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función creciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Demuestre que

lim
xÑb
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a, b P R, a ă b,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función creciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Sea ptnqnPN P AN tal que

lim
nÑ8

tn “ b.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8.

Segunda tarea, variante α, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´2, b “ 4, fpxq “ |x ` 1|, τ “ p´2, 0, 1, 4q, c “ ´1.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´2, b “ 4, fpxq “ |x ` 1|.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Propiedades de la variación. Sea f : ra, bs Ñ C y sea c P pa, bq. Demuestre que

Varbapfq “ Varcapfq ` Varbcpfq.

Segunda tarea, variante α, página 3 de 5



Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 5

Ñ2

dx
?
x ´ 2

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ4

1

dx

p4 ´ xq3{2
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż 2

Ñ´8

dx

p3 ´ xq3{2
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´1

dx

px ` 5q5{2
.

Segunda tarea, variante α, página 4 de 5



Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro.Definimos Γ : p0,`8q Ñ

R,

Γpxq :“

ż `8

0

tx´1 e´t dt.

Demuestre que la integral converge para cada x en p0,`8q. Demuestre que la función Γ es
continua.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż `8

0

4
?
x

p1 ` xq2
dx.

Segunda tarea, variante α, página 5 de 5



Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante β.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 5, v P Rn,

v “

„

´4, ´
3

2
, ´1, 2, 3

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp0q, Fp2q, Fp5{2q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 5, v P Rn, p P Rn,

v “ r´2, 1, 3, 4, 6s
J
, p “

„

1

12
,
1

6
,

1

12
,
1

2
,
1

6

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp2q, Fp3q, Fp7{4q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.

Segunda tarea, variante β, página 1 de 5



Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “ 1r0,`8rptq 3 e
´3t

“

#

3 e´3t, t ě 0,

0, t ă 0.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a P R, b “ `8, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función creciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Demuestre que

lim
xÑb
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a P R, b “ `8,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función creciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Sea ptnqnPN P AN tal que

lim
nÑ8

tn “ b.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8.

Segunda tarea, variante β, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ senp2xq, τ “

ˆ

´π, ´
π

4
, 0,

3π

4
, π

˙

, c “
π

4
.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ senp2xq.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Propiedades de la variación. Sea f : ra, bs Ñ C y sea c P pa, bq. Demuestre que

Varbapfq “ Varcapfq ` Varbcpfq.

Segunda tarea, variante β, página 3 de 5



Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ5

´1

dx
3
?
5 ´ x

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 3

Ñ´2

dx

x ` 2
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´1

dx

px ` 5q5{2
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż 2

Ñ´8

dx

p3 ´ xq3{2
.

Segunda tarea, variante β, página 4 de 5



Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro.Definimos Γ : p0,`8q Ñ

R,

Γpxq :“

ż `8

0

tx´1 e´t dt.

Demuestre que la integral converge para cada x en p0,`8q. Demuestre que la función Γ es
continua.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż 1

0

a

x ´ x2 dx.

Segunda tarea, variante β, página 5 de 5



Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante 0.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 7, v P Rn,

v “

„

´3, ´
5

2
, ´1, 1,

3

2
, 2, 4

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp7{4q, Fp2q, Fp3q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 4, v P Rn, p P Rn,

v “ r´3, ´2, 0, 2s
J
, p “

„

1

6
,
1

4
,
1

3
,
1

4

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp´2q, Fp´1q, Fp1q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.

Segunda tarea, variante 0, página 1 de 5



Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “
1

4 cosh2 t
2

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a, b P R, a ă b, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función creciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Demuestre que

lim
xÑa
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a, b P R, a ă b,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función creciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Sea ptnqnPN P AN tal que

lim
nÑ8

tn “ a.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8.

Segunda tarea, variante 0, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ cosp2xq, τ “

´

´π, ´
π

4
,
π

2
, π

¯

, c “ ´
π

6
.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ cosp2xq.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f : ra, bs Ñ C una función de variación acotada. Definimos g : ra, bs Ñ R,

gpxq :“ Varxapfq.

Sea c P pa, bq tal que f y g son derivables en c. Demuestre que

|f 1
pcq| ď g 1

pcq.

Segunda tarea, variante 0, página 3 de 5



Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 3

Ñ´1

dx
4
?
x ` 1

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ3

1

dx

px ´ 3q2
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż 1

Ñ´8

dx

p5 ´ xq3{2
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´1

dx

x ` 2
.

Segunda tarea, variante 0, página 4 de 5



Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro. Para cada x en R,
definimos

fpxq :“

ˆ
ż x

0

e´t2 dt

˙2

, gpxq :“

ż 1

0

e´x2pt2`1q

t2 ` 1
dt.

Demuestre que para cada x en R, se cumple la igualdad

f 1
pxq ` g 1

pxq “ 0.

Deduzca que

fpxq ` gpxq “
π

4
.

Utilice este resultado para calcular la integral de Poisson:

ż `8

0

e´t2 dt “

?
π

2
.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż `8

0

3
?
x

p1 ` xq3
dx.

Segunda tarea, variante 0, página 5 de 5



Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante 1.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 6, v P Rn,

v “

„

´5, ´4, ´1, 0,
1

2
, 3

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp´3q, Fp´1q, Fp´1{2q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 5, v P Rn, p P Rn,

v “ r´2, ´1, 1, 2, 4s
J
, p “

„

1

8
,
1

6
,
1

6
,
3

8
,
1

6

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp´2q, Fp´1q, Fp1q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.

Segunda tarea, variante 1, página 1 de 5



Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “
1

πp1 ` t2q
.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a “ ´8, b P R, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función creciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Demuestre que

lim
xÑa
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a “ ´8, b P R,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función creciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Sea ptnqnPN P AN tal que

lim
nÑ8

tn “ a.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8.

Segunda tarea, variante 1, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´3, b “ 3, fpxq “
x3

3
´

x2

2
´ 2x, τ “ p´3, ´2, 1, 3q , c “ ´1.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´3, b “ 3, fpxq “
x3

3
´

x2

2
´ 2x.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f : ra, bs Ñ R una función de variación acotada. Definimos g : ra, bs Ñ R,

gpxq :“ PVarxapfq.

Sea c P pa, bq tal que f y g son derivables en c. Demuestre que

Ppf 1
pcqq ď g 1

pcq,

donde P es la parte positiva.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ4

0

dx
?
4 ´ x

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 6

Ñ´2

dx

px ` 2q4
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´1

dx
a

px ` 2q3
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż ´2

Ñ´8

dx
3
?
1 ´ x

.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro. Calcule la siguiente
integral usando la derivación respecto al parámetro:

ż `8

0

1 ´ e´αx2

x2
dx.

Definimos f : r0,`8q ˆ p0,`8q Ñ R y g : r0,`8q Ñ R,

fpx, αq :“
1 ´ e´αx2

x2
, gpαq :“

ż `8

0

fpx, αq dx.

Demuestre que g P Cpr0,`8q,Rq.
Demuestre que se puede aplicar la regla de Leibniz para α ą 0.
Calcule g 1pαq para α ą 0. Calcule gp0q. Calcule gpαq.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż 1

0

3
a

x ´ x2 dx.
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Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante 2.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 7, v P Rn,

v “

„

´4, ´3, ´
5

2
, ´2, 1, 3, 4

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp2q, Fp3q, Fp7{2q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 4, v P Rn, p P Rn,

v “ r´4, ´3, 1, 2s
J
, p “

„

1

4
,
1

6
,
1

3
,
1

4

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp0q, Fp1q, Fp3{2q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “ 1r´1,1sptq
2

π

a

1 ´ t2 “

$

&

%

2

π

a

1 ´ t2, |t| ď 1,

0, |t| ą 1.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a, b P R, a ă b, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función decreciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Demuestre que

lim
xÑb
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a, b P R, a ă b,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función decreciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Sea ptnqnPN P AN tal
que

lim
nÑ8

tn “ b.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8.
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Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ senp3xq ` 1, τ “

ˆ

´π, ´
π

2
, 0,

2π

3
, π

˙

, c “ ´
π

6
.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´π, b “ π, fpxq “ senp3xq ` 1.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f : ra, bs Ñ R una función de variación acotada. Definimos g : ra, bs Ñ R,

gpxq :“ NVarxapfq.

Sea c P pa, bq tal que f y g son derivables en c. Demuestre que

Npf 1
pcqq ď g 1

pcq,

donde N es la parte negativa.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 6

Ñ1

dx
3
?
x ´ 1

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ3

1

dx

p3 ´ xq3{2
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż ´2

Ñ´8

dx

p4 ´ xq3{2
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´1

dx

px ` 2q2{3
.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro.DefinimosΦ : r0,`8q Ñ

R,

Φpbq :“

ż `8

0

e´x2 cospbxq dx.

Demuestre que la integral existe en el sentido de Lebesgue. Demuestre que se puede aplicar la
regla de Leibniz para la derivación de la integral respecto al parámetro. Establezca la relación

Φ 1
pbq “ ´

b

2
Φpbq.

Demuestre que
ż `8

0

e´x2 cospbxq dx “
1

2

?
π e´b2

4 .

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż π{2

0

psen xq
2
pcos xq

4 dx.
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Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante 3.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 6, v P Rn,

v “

„

´2, ´1, 1,
3

2
, 2, 4

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp7{4q, Fp2q, Fp3q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 5, v P Rn, p P Rn,

v “ r´4, ´3, ´2, 1, 4s
J
, p “

„

1

8
,
1

6
,
1

6
,
3

8
,
1

6

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp0q, Fp1q, Fp2q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “

$

’

’

&

’

’

%

t, 0 ď t ă 1,

2 ´ t, 1 ď t ď 2,

0, t P Rzr0, 2s.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a P R, b “ `8, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función decreciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Demuestre que

lim
xÑb
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a P R, b “ `8,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función decreciente, V :“ frAs, u :“ infpVq. Sea ptnqnPN P AN tal
que

lim
nÑ8

tn “ b.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ ´8.

Segunda tarea, variante 3, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´4, b “ 3, fpxq “
x3

3
` x2 ´ 3x, τ “ p´4, ´1, 2, 3q , c “ ´2.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´4, b “ 3, fpxq “
x3

3
` x2 ´ 3x.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f : ra, bs Ñ C una función absolutamente continua. Demuestre que

Varbapfq ď

ż

ra,bs

|f 1
ptq| dµptq.

La desigualdad rećıproca también se cumple, pero no la estamos demostrando en este ejercicio.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ5

2

dx
3
?
5 ´ x

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 5

Ñ1

dx

px ´ 1q5{4
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

4

dx

px ´ 1q5{3
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż ´1

Ñ´8

dx
?
3 ´ x

.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro. Para cada x en R,
definimos

fpxq :“

ˆ
ż x

0

e´t2 dt

˙2

, gpxq :“

ż 1

0

e´x2pt2`1q

t2 ` 1
dt.

Demuestre que para cada x en R, se cumple la igualdad

f 1
pxq ` g 1

pxq “ 0.

Deduzca que

fpxq ` gpxq “
π

4
.

Utilice este resultado para calcular la integral de Poisson:

ż `8

0

e´t2 dt “

?
π

2
.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż `8

0

x3{2

p1 ` xq3
dx.
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Análisis Matemático III.
Segunda tarea.
Variante 4.

Funciones de distribución, funciones de variación acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La función de distribución asociada a un vector. Sean n “ 7, v P Rn,

v “

„

´3, ´1, 0, 2,
5

2
, 3, 5

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
1

n
#

!

j P t1, . . . , nu : vj P Y
)

.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp1q, Fp2q, Fp7{4q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los números j{n, 1 ď j ď n.

Ejercicio 2. 10%.
La función de distribución asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n “ 4, v P Rn, p P Rn,

v “ r´5, ´1, 0, 2s
J
, p “

„

1

12
,
1

2
,

1

12
,
1

3

ȷJ

.

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s,

ξpYq :“
ÿ

jPt1,...,nu

vjPY

pj.

Definimos F : R Ñ r0, 1s,

Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Calcule Fp´1{2q, Fp0q, Fp1q. Explique los detalles.

B. Haga una gráfica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La función de distribución asociada a una función de densidad. Sea f : R Ñ R,

fptq “

$

&

%

1

π
a

tp1 ´ tq
, 0 ă t ă 1,

0, t P Rz s0, 1r .

Definimos ξ : BR Ñ r0, 1s, F : R Ñ r0, 1s,

ξpYq :“

ż

Y

fptq dt, Fpxq :“ ξ
´

s ´ 8, xs

¯

.

A. Halle una fórmula expĺıcita para Fpxq.

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim
xÑ`8

Fpxq “ 1.

C. Haga una gráfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El ĺımite de una función monótona. Sean a, b P R, a ă b, A :“ sa, br , f : A Ñ R una
función decreciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Demuestre que

lim
xÑa
xPA

fpxq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostración.

Ejercicio 5. 5%.
El ĺımite de una función monótona compuesta con una sucesión. Sean a, b P R, a ă b,
A :“ sa, br , f : A Ñ R una función decreciente, V :“ frAs, u :“ suppVq. Sea ptnqnPN P AN tal
que

lim
nÑ8

tn “ a.

Demuestre que
lim
nÑ8

fptnq “ u.

Considere dos casos posibles: 1) u P R, 2) u “ `8.

Segunda tarea, variante 4, página 2 de 5



Ejercicio 6. 8%.
Ejemplo de cálculo de la suma absoluta de incrementos de una función, asociada
a una partición. Están dados un intervalo cerrado ra, bs, una función f : ra, bs Ñ R, una
partición τ del intervalo ra, bs y un punto c:

a “ ´π, b “
π

2
, fpxq “ cosp2xq, τ “

´

´π, ´
π

6
, 0,

π

2

¯

, c “ ´
π

3
.

A. Escriba la partición σ que se obtiene de τ al agregar el punto c.

B. Haga la gráfica de f y muestre en la gráfica los puntos px, fpxqq, donde x recorre σ.

C. Calcule Sabspf, τq.

D. Calcule Sabspf, σq.

Ejercicio 7. 10%.
Está dado un intervalo cerrado ra, bs y una función f : ra, bs Ñ R:

a “ ´π, b “
π

2
, fpxq “ cosp2xq.

A. Haga una gráfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definición).

C. Encuentre los intervalos de monotońıa de f y calcule Varbapfq.

D. Calcule
şb

a
|f 1|.

E. Sea τ la malla uniforme del intervalo ra, bs que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule Sabspf, τq usando algún lenguaje de programación.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f : ra, bs Ñ R una función absolutamente continua. Demuestre que

PVarbapfq ď

ż

ra,bs

Ppf 1
ptqq dµptq,

donde P es la parte positiva. La desigualdad rećıproca también se cumple, pero no la estamos
demostrando en este ejercicio.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż 4

Ñ´3

dx
4
?
x ` 3

.

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definición.

ż Ñ´2

´4

dx

p´2 ´ xq4{3
.

Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż ´1

Ñ´8

dx

p2 ´ xq3
.

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definición.

ż Ñ`8

´2

dx

x ` 5
.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de análisis de una integral de depende de un parámetro. Calcule la siguiente
integral usando la derivación respecto al parámetro:

ż `8

0

1 ´ e´αx2

x2
dx.

Definimos f : r0,`8q ˆ p0,`8q Ñ R y g : r0,`8q Ñ R,

fpx, αq :“
1 ´ e´αx2

x2
, gpαq :“

ż `8

0

fpx, αq dx.

Demuestre que g P Cpr0,`8q,Rq.
Demuestre que se puede aplicar la regla de Leibniz para α ą 0.
Calcule g 1pαq para α ą 0. Calcule gp0q. Calcule gpαq.

Ejercicio 14. 5%.
Ejemplo de cálculo de integrales a través de la función Gamma o Beta. Calcule la
integral

ż π{2

0

psen xq
6
pcos xq

4 dx.
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