Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante «.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a un vector. Sean n = 6, v e R",

1

= =3, —1. =
A% |:3) )2)

-
L&S]-
Definimos &: Bg — [0, 1],

EW%z%#be{LHWM:WEY}

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(1), F(2), F(3). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=4veR" peR"

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(—2), F(—1), F(1). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

1, 0<t<T,

0, en otro caso.

f(t) = Lpo(t) = {

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim F(x) = 1.
X—+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a,b € R, a < b, A :=]a,b[, f: A — R una
funcién creciente, V := f[A], u = sup(V). Demuestre que

lim f(x) = u.

x—b

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u € R, 2) u = +o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.
El limite de una funcién monétona compuesta con una sucesion. Sean a,be R, a < b,
A :=]a,b[, f: A — R una funcién creciente, V := f[A], u = sup(V). Sea (tn)ney € AN tal que

lim t, = b.

n—aoo

Demuestre que
lim f(t,) = w.

n—o

Considere dos casos posibles: 1) wue R, 2) u = +oo0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

a=-2, b =4, f(x) = |x+ 1], 1= (-2, 0, 1, 4), c=-—1.

A. Escriba la particion o que se obtiene de T al agregar el punto c.

B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.
C. Calcule S,ps(f, T).

D. Calcule S.5(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

a= -2, b =4, f(x) =[x+ 1].

A. Haga una grafica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).
C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var?®(f).

D. Calcule SE £7].

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S,ps(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Propiedades de la variacién. Sea f: [a,b] — C y sea ¢ € (a,b). Demuestre que

Var®(f) = VarS(f) + Var’(f).
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente

integral impropia usando la definicién.
J > dx
2 VX —2 -
Ejercicio 10. 3 %.

Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

Jv—>4 dx

1 (A=)

Ejercicio 11. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral

impropia usando la definicion.
2 d
X
e
Ejercicio 12. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.
—+00 dX
L (x +5)3/2
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de anélisis de una integral de depende de un pardmetro. Definimos I': (0, +x0) —
R

Y

+a0
M(x) = f 71 et dt.
0

Demuestre que la integral converge para cada x en (0,+00). Demuestre que la funcién T es
continua.

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcion Gamma o Beta. Calcule la

integral
+00 4
J —\/;( dx.
o (1+x)?
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Analisis Matematico I1II.
Segunda tarea.
Variante f3.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n =5, v e R",

3 T
= -4, -2 1,2 .
v |: ) 2) ) )3:|

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(0), F(2), F(5/2). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=>5veR" peR"

]T

1
12’

1
) 123

b

\)Z[—Z, 1»3>4> 6]T) p:l

| =
N —
| =

Definimos &: Bg — [0, 1],
EY)= ) P

je{l,...,n}
VjEY

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(2), F(3), F(7/4). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

3e73 t=0,

f(t) = Ligyo(t)3e™3t =

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim F(x) = 1.
X—+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a € R, b = +00, A :=]a,b[, f: A —> R una
funcién creciente, V := f[A], u = sup(V). Demuestre que

lim f(x) = u.

x—b

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u € R, 2) u = +o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.
El limite de una funcién mondétona compuesta con una sucesion. Sean a € R, b = 400,
A :=]a,b[, f: A — R una funcién creciente, V := f[A], w:= sup(V). Sea (tn)ney € AN tal que

lim t, = b.

n—aoo

Demuestre que
lim f(t,) = w.

n—o

Considere dos casos posibles: 1) wue R, 2) u = +oo0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

s Ry U
a= —m, b =, f(x) = sen(2x), T= (—71, D 0, 0 71) , c=7
A. Escriba la particion o que se obtiene de T al agregar el punto c.
B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.
C. Calcule S,ps(f, T).
D. Calcule S.s(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

a= —m, b =m, f(x) = sen(2x).

A. Haga una grafica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).

C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var? (f).

D. Calcule SZ /).

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S,s(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Propiedades de la variacién. Sea f: [a,b] — C y sea ¢ € (a,b). Demuestre que

Var® (f) = VarS(f) + Var?(f).
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

-1 \3/5 — X-
Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.
f 3 dx
X+ 2
Ejercicio 11. 3 %.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicién.
—+00 dx
f 1 (x5

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral

impropia usando la definicién.
2 d
X
J e
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de anélisis de una integral de depende de un pardmetro. Definimos I': (0, +x0) —
R

Y

+a0
M(x) = f 71 et dt.
0

Demuestre que la integral converge para cada x en (0,+00). Demuestre que la funcién T es
continua.

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcion Gamma o Beta. Calcule la

integral
1
J Vx — x%dx.
0
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Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante 0.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n =7, v e R",

5 3 T
V= [—3, 5 L1 52 4] .

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(7/4), F(2), F(3). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=4veR" peR"

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(—2), F(—1), F(1). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

1

f(t) = ———.
( 4cosh2§

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

£(Y) :ZLf(t) at, Fx) = (1),

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lir}rq F(x) = 1.
X—+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a,b € R, a < b, A :=]a,b[, f: A — R una
funcién creciente, V = f[A], u = inf(V). Demuestre que

lim f(x) = .

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u e R, 2) u = —o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.
El limite de una funcién monétona compuesta con una sucesién. Sean a,b e R, a < b,
A =]a,b[, f: A — R una funcién creciente, V := f[A], u = inf(V). Sea (t,)new € AN tal que

lim t, = a.
n—o
Demuestre que
lim f(t,) = w.
n—oo
Considere dos casos posibles: 1) wue R, 2) u = —o0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

T T U
a=—m, b =, f(x) = cos(2x), T= (—7[, T 7[) , c=-z
A. Escriba la particion o que se obtiene de T al agregar el punto c.
B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.

C. Calcule S,s(f, T).
D. Calcule S,s(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

a=—m, b =m, f(x) = cos(2x).

A. Haga una gréfica de f.
B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).

C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var? (f).
D. Calcule SE |f'].

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S.p,s(f, T) usando algin lenguaje de programacién.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f: [a,b] — C una funcién de variacién acotada. Definimos g: [a,b] — R,

g(x) :== Var}(f).
Sea ¢ € (a,b) tal que f y g son derivables en c. Demuestre que

[t(c)] < g(c).
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

f3 dx
1 \4/X +1 '
Ejercicio 10. 3%.

Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

Ejercicio 11. 3 %.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral

impropia usando la definicién.
‘ d
X
L_oo (5—x)¥
Ejercicio 12. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.
—+00 d
X
f 1 X+ 2 )
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de andlisis de una integral de depende de un parametro. Para cada x en R,

definimos
X p . 2 1 o2 (t2+1) 1
e (o) awe [ S

Demuestre que para cada x en R, se cumple la igualdad
f'(x) + g'(x) = 0.
Deduzca que
s
f(x) + g(x) = 7

Utilice este resultado para calcular la integral de Poisson:

+00
J e dt = \/—%
0 2

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcién Gamma o Beta. Calcule la

integral
J-‘roo \3/;(
0

(1+x)3
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Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante 1.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n = 6, v e R",

‘l T
v= [—5, 4, <1, 0, 3, 3] .

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(=3), F(—1), F(=1/2). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=>5veR" peR"

]T

)

\)Z[—Z, _1) 1>2> 4]T3 p:l

oo W
| =

o —
| =
| =

Definimos &: Bg — [0, 1],
EY)= > P

je{l,...,n}
VjEY

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(—2), F(—1), F(1). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

1

0 =

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lirf F(x) = 1.
X——+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a = —w0, b € R, A :=]a,b[, f: A — R una
funcion creciente, V = f[A], u = inf(V). Demuestre que

lim f(x) = u.

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u € R, 2) u = —o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5%.
El limite de una funcién monétona compuesta con una sucesiéon. Sean a = —0, b € R,
A :=]a,b[, f: A — R una funcién creciente, V := f[A], u:= inf(V). Sea (t,)new € AN tal que

lim t,, = a.
n—0o0
Demuestre que
lim f(t,) = w.
n—ao
Considere dos casos posibles: 1) we R, 2) u = —oo0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

X3 2

a= -3, b =3, f(x)Z?—%—Zx, T= (-3, -2, 1, 3), c=—1.
A. Escriba la particiéon o que se obtiene de T al agregar el punto c.

B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.

C. Calcule S,ps(f, T).

D. Calcule S.5(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.

Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

3 X

a= -3, b =3, f(x)=§—?—2x.
A. Haga una gréfica de f.
B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicion).

C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var? (f).

D. Calcule Sz |£/].

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S,ps(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f: [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Definimos g: [a,b] — R,

g(x) == PVary(f).

Sea ¢ € (a,b) tal que fy g son derivables en c. Demuestre que

donde P es la parte positiva.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente

integral impropia usando la definicién.

0 4 —x )
Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

f dx

Lo (x+2)%

Ejercicio 11. 3 %.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.

—+00 d

1 A/ (x+2)3

Ejercicio 12. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.
X
J‘—»—w v 1 - X.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de andlisis de una integral de depende de un parametro. Calcule la siguiente
integral usando la derivacién respecto al parametro:

+00 ] . efooc2
[t
0 X

Definimos f: [0, +0) x (0,+0) - Ry g: [0, +0) — R,

1—e”
f(x, &) = "

Demuestre que g € C([0, +0),R).
Demuestre que se puede aplicar la regla de Leibniz para « > 0.
Calcule ¢g'(x) para o« > 0. Calcule g(0). Calcule g(c).

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcién Gamma o Beta. Calcule la

integral
1
J A/ x — x2dx.
0

Segunda tarea, variante 1, pagina 5 de 5



Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante 2.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n =7, v e R",

5 T
v = [—4, -3, -3, 21,3, 4] :

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(2), F(3), F(7/2). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=4veR" peR"

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(0), F(1), F(3/2). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

2
2 /1=t |t <1,
f(t) = ]l[_m](t) - Vi-tt=<mn | |

0, It] > 1.

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

£(Y) :=Lf(t) a, Fx) = (1),

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim F(x) = 1.
X—+00

C. Haga una gréfica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a,b € R, a < b, A :=]a,b[, f: A — R una
funcién decreciente, V = f[A], u = inf(V). Demuestre que

lim f(x) = u.

x—b

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u € R, 2) u = —oo. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la

demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.

El limite de una funcién monétona compuesta con una sucesién. Sean a,b e R, a < b,
A :=]a,b[, f: A — R una funcién decreciente, V := f[A], u := inf(V). Sea (tn)neny € AN tal
que

lim t, = b.
n—0oo
Demuestre que
lim f(t,) = w.
n—o
Considere dos casos posibles: 1) ue R, 2) u = —o0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

2
a=-—m, b = m, f(x) = sen(3x) + 1, T= (—ﬂ, —g, 0, —n, n) , c= —g.

A. Escriba la particion o que se obtiene de T al agregar el punto c.

B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.
C. Calcule S,ps(f, T).

D. Calcule S.s(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

a= —m, b =m, f(x) = sen(3x) + 1.

A. Haga una grafica de f.
B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).

C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var? (f).

D. Calcule SZ /).
E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S.ps(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f: [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Definimos g: [a,b] — R,

g(x) == NVar} (f).
Sea ¢ € (a,b) tal que f y g son derivables en ¢. Demuestre que

N(f'(c)) < g'(c),

donde N es la parte negativa.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente

integral impropia usando la definicién.
J ¢ dx
1 vx — 1 '
Ejercicio 10. 3%.

Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

1 B=x)¥E
Ejercicio 11. 3%.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral

impropia usando la definicion.
X
J o
Ejercicio 12. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.
—+00 dX
f o (x+2)¥3
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de anélisis de una integral de depende de un pardmetro. Definimos @: [0, +00) —
R

Y

+o0
®(b) = J e™ cos(bx) dx.
0

Demuestre que la integral existe en el sentido de Lebesgue. Demuestre que se puede aplicar la
regla de Leibniz para la derivacion de la integral respecto al parametro. Establezca la relacién

@'(b) = —2®(b).

Demuestre que

+e 2 1 b2
f e cos(bx) dx = z\/ﬁe_T .
0

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcién Gamma o Beta. Calcule la
integral

/2
J (senx)?(cos x)* dx.
0
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Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante 3.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n = 6, v e R",

3 T
v= [—z, 1,1, 32 4] :

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(7/4), F(2), F(3). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=>5veR" peR"

]T

V= [_43 _3) _2> 1» 4]Ta P = [

| W
| =

| =
| =

!
8)
Definimos &: Bg — [0, 1],

EY)= ) P

je{l,...,n}
VjEY

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(0), F(1), F(2). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

£(Y) ::Lf(t) dt,  F(x) = a(]—oo,x]>.

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que lim F(x) = 1.
X——+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a € R, b = +00, A :=]a,b[, f: A —> R una
funcion decreciente, V = f[A], u = inf(V). Demuestre que

lim f(x) = u.

x—b

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u e R, 2) u = —o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.

El limite de una funcién mondétona compuesta con una sucesion. Sean a € R, b = +00,
A :=]a,b[, f: A - R una funcién decreciente, V := f[A], u := inf(V). Sea (tn)nen € AN tal
que

lim t,, = b.
n—0o
Demuestre que
li =u.
g, i) = v
Considere dos casos posibles: 1) wue R, 2) u = —oo0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

X3

a=—4, b =3, f(x)=?+x2—3x, T= (-4, -1, 2,3), c=-2.

A. Escriba la particiéon o que se obtiene de T al agregar el punto c.

B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.
C. Calcule S,ps(f, T).

D. Calcule S.(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

XS

a = —4, b =3, f(x)=§+xz—3x.

A. Haga una gréfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).
C. Encuentre los intervalos de monotonfa de f y calcule Var® (f).

D. Calcule Sz |£/].

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto
los extremos). Calcule S,ps(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f: [a,b] — C una funcién absolutamente continua. Demuestre que

Varl(f) < f[ LI

La desigualdad reciproca también se cumple, pero no la estamos demostrando en este ejercicio.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

J”S dx
2 \3/5—7(‘

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente

integral impropia usando la definicién.
f dx
T
Ejercicio 11. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral

impropia usando la definicion.
—+00 dX
Lo
Ejercicio 12. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicién.
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de andlisis de una integral de depende de un parametro. Para cada x en R,

definimos
X p . 2 1 o2 (t2+1) 1
e (o) awe [ S

Demuestre que para cada x en R, se cumple la igualdad
f'(x) + g'(x) = 0.
Deduzca que
s
f(x) + g(x) = 7

Utilice este resultado para calcular la integral de Poisson:

+o0
J et dt = \/—%
0 2
Ejercicio 14. 5 %.

Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcién Gamma o Beta. Calcule la

integral
+00 X3/2
J dx.
o (T+x)3
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Analisis Matematico I11.
Segunda tarea.
Variante 4.

Funciones de distribucion, funciones de variacion acotada, integrales impropias.

Ejercicio 1. 10%.
La funcién de distribucién asociada a un vector. Sean n =7, v e R",

5 T
—|-3,-1,0, 2 2 .
v |: 3) ) O) ) 2) 3) 5:|

Definimos &: Bg — [0, 1],

E(Y) = %#{j e{l,...,n}: v, eY}.

Definimos F: R — [0, 1],
Fio) = &(1- 0, ).
A. Calcule F(1), F(2), F(7/4). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas se recomienda
marcar los nimeros j/n, 1 <j < n.

Ejercicio 2. 10%.
La funcion de distribucién asociada a una medida de probabilidad discreta. Sean
n=4veR" peR"

‘|T

1
12’

1
) -]2)

N —
W[ —

v=[-5 -1,0, Z]T) p:l

Definimos &: Bg — [0, 1],
EY)= > P

je{l,...,n}
VjEY

Definimos F: R — [0, 1],
F(x) = E(] — oo,x]).
A. Calcule F(—1/2), F(0), F(1). Explique los detalles.

B. Haga una grafica de F. No es obligatorio explicarla. En el eje de ordenadas marque los valores
que toma F.
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Ejercicio 3. 10%.
La funciéon de distribucién asociada a una funcién de densidad. Sea f: R — R,

1

f(t) = { m/t(0 = 1)

0, teR\]O,1[.

0<t<l,

Definimos &: Bg — [0,1], F: R — [0, 1],

E(Y) :=Lf(t) dt,  F(x) = a(]—oo,x]).

A. Halle una férmula explicita para F(x).

B. Usando el resultado del inciso A, muestre que hI_P F(x) =1.
X—+00

C. Haga una grafica de F.

Ejercicio 4. 10%.
El limite de una funcién mondétona. Sean a,b € R, a < b, A :=]a,b[, f: A — R una
funcién decreciente, V = f[A], u = sup(V). Demuestre que

lim f(x) = .

XEA
Considere dos casos posibles: 1) u € R, 2) u = +o0. Para cada uno de los dos casos, proponga
un ejemplo de f y haga un dibujo, en el cual muestre algunas vecindades que surgen en la
demostracion.

Ejercicio 5. 5 %.

El limite de una funcién monétona compuesta con una sucesion. Sean a,be R, a < b,
A =]a,b[, f: A — R una funcién decreciente, V = f[A], u = sup(V). Sea (t,)neny € AN tal
que

lim t, = a.
n—o
Demuestre que
lim f(t,) = w.
n—o

Considere dos casos posibles: 1) ue R, 2) u = +0o0.
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Ejercicio 6. 8%.

Ejemplo de calculo de la suma absoluta de incrementos de una funcién, asociada
a una particién. Estdn dados un intervalo cerrado [a,b], una funcién f: [a,b] — R, una
particién T del intervalo [a,b] y un punto c:

s s s s
a=—m, b= > f(x) = cos(2x), T= (—71, 3 0, z) , c=——.
A. Escriba la particion o que se obtiene de T al agregar el punto c.

B. Haga la gréfica de f y muestre en la gréfica los puntos (x, f(x)), donde x recorre o.
C. Calcule S,s(f, T).

D. Calcule S,s(f, 0).

Ejercicio 7. 10%.
Estd dado un intervalo cerrado [a,b] y una funcién f: [a,b] — R:

7T

=5 f(x) = cos(2x).

a= —m, b

A. Haga una gréfica de f.

B. Determine si f es absolutamente continua (no se recomienda usar la definicién).

C. Encuentre los intervalos de monotonia de f y calcule Var? (f).

D. Calcule SZ |£/].

E. Sea T la malla uniforme del intervalo [a, b] que consiste de 100 partes (101 puntos, contanto

los extremos). Calcule S,p,s(f, T) usando algin lenguaje de programacion.

Ejercicio 8. 8%.
Sea f: [a,b] — R una funcién absolutamente continua. Demuestre que

PVart(f) < f[ P)duty)

donde P es la parte positiva. La desigualdad reciproca también se cumple, pero no la estamos
demostrando en este ejercicio.
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Ejercicio 9. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

f‘ dx
—-3 VX + 3

Ejercicio 10. 3%.
Ejemplo de integral impropia con singularidad en un punto finito. Calcule la siguiente
integral impropia usando la definicién.

4 (F2=)
Ejercicio 11. 3 %.
Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicién.
X
J\HOO (2 - X>3 .
Ejercicio 12. 3%.

Ejemplo de integral impropia en un intervalo no acotado. Calcule la siguiente integral
impropia usando la definicion.
—+00 d
X
f_z Xx+5 '
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Ejercicio 13. 15%.
Ejemplo de andlisis de una integral de depende de un parametro. Calcule la siguiente
integral usando la derivacién respecto al parametro:

+00 ] . efooc2
[t
0 X

Definimos f: [0, +0) x (0,+0) - Ry g: [0, +0) — R,

1—e”
f(x, &) = "
Demuestre que g € C([0, +0),R).
Demuestre que se puede aplicar la regla de Leibniz para « > 0.
Calcule ¢g'(x) para o« > 0. Calcule g(0). Calcule g(c).

Ejercicio 14. 5 %.
Ejemplo de calculo de integrales a través de la funcién Gamma o Beta. Calcule la
integral

/2
J (senx)®(cos x)* dx.
0
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