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Prerrequisitos

= Espacios normados.
= El producto cartesiano de conjuntos.

s La desigualdad de Minkowski para sucesiones.



El producto cartesiano de espacios vectoriales

Dada una familia (V;);c, de espacios vectoriales complejos,

en el producto cartesiano HJEJ V; se definen operaciones vectoriales por componentes:

Va,bGH\/j, a+b:= [aj+bj]j€J
jed
VAEC Vae][V,  Aa=[A\g]
jed
En otras palabras, a+ b,Aa € [[;c, V], ¥

JjeJ’

Vjied (a+ b)j = a;j + b;, (/\a)j = Aaj.



Hacia el concepto de la suma de espacios normados

Si (V})jes es una familia de espacios normados, entonces su suma se define como

cierto subespacio del espacio vectorial [];c; V;, dotado de cierta norma.
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Hacia el concepto de la suma de espacios normados

Si (V})jey es una familia de espacios normados, entonces su suma se define como
cierto subespacio del espacio vectorial [];c; V;, dotado de cierta norma.

La definicién requiere un pardmetro adicional, p € [1, +o0].
Para evitar sumas no numerables, en lo que sigue suponemos que J es finito o J = N.

La definicion sera similar a la definicién de los espacios /P,

pero el j-ésimo componente de la sucesién pertenecerd a V.



Definicién

En lo que sigue suponemos que J es un conjunto finito o J = N.

Sea (V})jey una familia de espacios normados. Para p € [1, 400),

1/p
@ vi={ue [V (ZHujllj’) <400,

jeJ jed jeJ
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En lo que sigue suponemos que J es un conjunto finito o J = N.

Sea (V})jey una familia de espacios normados. Para p € [1, 400),
1/p
P
BV =[5uvec]]V: ZHUJHJP < 400 g,
j€ed j€d j€ed
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Definicién

En lo que sigue suponemos que J es un conjunto finito o J = N.

Sea (V})jey una familia de espacios normados. Para p € [1, 400),

1/p

@p\/j:: UGHVJ'Z ZHUJHJP < 400 g,

jed j€d j€ed
con operaciones componente a componente: (u + w); == u; + w;, (Au); == Auj, y con la norma

1/p

N(u) = | > lullf

Jjed

Ejercicio. Mostrar que @p

<) V; efectivamente es un espacio normado.
J
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Definicién

Si p = 400,
—+o00
@ V= uEH\/j: §Up||uj\|j<+oo ,
jed jed jed
con operaciones componente a componente: (u+ w); == uj + wj, (Au); = Auj, y con la norma
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Definicién

Si p = 400,

—+o0

D Vi=due [V supllull < +oop.
jeJ jed jed

con operaciones componente a componente: (u+ w); == uj + wj, (Au); = Auj, y con la norma

N(u) := sup [|ujll;.
jed

. . . +0o0 . .
Ejercicio. Mostrar que @ V; efectivamente es un espacio normado.
jeJd



El caso particular J = {1, 2}

Si V1 y V5 son dos espacios normados, entonces V; &P V; es el conjunto
V1 X V2
con las operaciones componente a componente y con la norma
N((un, 1)) = ([ ]l? + [l 8) P

Para p = +o0,
N((u1, u2)) = max{|ul1, [|u2ll2}
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Consideremos el caso particular, cuando V; = C para cada j.
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La suma de varias copias del espacio C

Consideremos el caso particular, cuando V; = C para cada j.

Caso J={1,...,n}k

@ =l lp)-

1<j<n

Caso J =N:

@ c=r

JjeN
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Proyecciones naturales

Sea (V})jey una familia de espacios normados, y sea p € [1, 4-00].

Denotamos por W el espacio @p Vi y por N la norma en W.
jed

Para cada s en J, definimos Ps: W — Vi,

Ps(u) = us.

Ejercicio.
Demostrar que Ps es un operador lineal, y ||Ps(u)||s < N(u) para cada u en W.

Ejercicio mas interesante.

Demostrar que Ps es una funcién abierta (las imagenes de los abiertos son abiertos).



Encajes naturales

Sea (V})jes una familia de espacios normados, y sea p € [1,+o00].

Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jeJd



Encajes naturales

Sea (Vj)jes una familia de espacios normados, y sea p € [1, 4+00]

Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jeJd

Para cada s en J, definimos Es: Vs — W,



Encajes naturales

Sea (Vj)jes una familia de espacios normados, y sea p € [1, 4+00]

Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jeJd

Para cada s en J, definimos Es: Vs — W,

Ejercicio. Demostrar que Eg es una isometria lineal.



Encajes naturales

Sea (Vj)jes una familia de espacios normados, y sea p € [1, 4+00]
Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jed

Para cada s en J, definimos Es: Vs — W,

Ejercicio. Demostrar que Eg es una isometria lineal.

Ejercicio. Demostrar que la funcién Eg es cerrada.



Encajes naturales

Sea (Vj)je una familia de espacios normados, y sea p € [1, +00]
Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jed

Para cada s en J, definimos Es: Vs — W,

Ejercicio. Demostrar que Eg es una isometria lineal.

Ejercicio. Demostrar que la funcién Eg es cerrada.

Ejercicio. Demostrar que PsE; = Iy,. Por consecuencia, el operador Ps es



Encajes naturales

Sea (V})jey una familia de espacios normados, y sea p € [1, 4+00].
Denotamos por W el espacio EBP Vi y por N la norma en W.
jed

Para cada s en J, definimos Es: Vs — W,

Ejercicio. Demostrar que Eg es una isometria lineal.

Ejercicio. Demostrar que la funcién Eg es cerrada.

Ejercicio. Demostrar que PsEs; = Iy,. Por consecuencia, el operador Ps es suprayectivo.



Sumas de espacios normados y completez

Ejercicio.
Sea (V})jes una familia de espacios normados, y sea p € [1, +o0].

Demostrar que

@p V; es de Banach <= para cada k en J, el espacio V/ es Banach.
jed



Sumas de espacios normados y completez

Ejercicio simple.
Sean V; y V5 espacios normados, p € [1,4+00].

Demostrar que

Vi ®P V; es de Banach <= V4 y V, ambos son de Banach.



