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Objetivo:
dada una sucesién creciente de conjuntos,

pasar a una sucesién disjunta que tenga la misma unién.

Prerrequisitos:
operaciones con conjuntos,
operaciones con familias de conjuntos,

el principio de induccién matemética.

Aplicacion:

continuidad de la medida por abajo.



Sucesiones crecientes, sucesiones disjuntas

Sea (Ak)keN una sucesién de conjuntos.
Decimos que (Ak)ken €s creciente si

Vk € N Ak C Ak+1.

Decimos que (Ax)ken es disjunta si

Vj,k e N (j#k - AjﬂAk:@).
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Vi,keN  (j<k = A CA).



Sucesiones crecientes

Ejercicio.
Sea (Ak)ken una sucesion creciente de conjuntos. Demostrar que

Vi,keN  (j<k = A CA).

Otra forma equivalente:
Vj,neN Aj - Aj+n-



Proposicién (sobre la estructura de una sucesién creciente de conjuntos)
Sea (Ak)ken una sucesién creciente de conjuntos, esto es, Ax C Ay para cada k en N.
Pongamos Ag := (),
Dy = Ax \ Ak_1 (k & N)
Entonces:
1) la sucesion (Dg)ken es disjunta;

2) para cada men N,

x
Il
—

3) U Am= U D«

meN keN




Dibujo: los conjuntos Ax y Dy

P=ACA CACAC..., Dy = Ak \ Ak_1.
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Demostracion que la sucesion (Dy)ken es disjunta

Sean j, k € N, j # k. Consideremos el caso j < k (el otro caso es similar).

Queremos demostrar que D; N Dy = 0.
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j <k
j<k-1
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Demostracion que la sucesion (Dy)ken es disjunta

Sean j, k € N, j # k. Consideremos el caso j < k (el otro caso es similar).

Queremos demostrar que D; N Dy = 0.
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La parte principal

La tarea mas interesante es demostrar que

Cs

AnC | | Dy.

k

1

Dado un punto x en Ap,, hay que encontrar un indice k tal que x € Dy.



La parte principal
La tarea mas interesante es demostrar que

AnC | | Dy.

Cs

k

1

Dado un punto x en Ap,, hay que encontrar un indice k tal que x € Dy.

Idea: considerar el conjunto de los “indices de pertenencia”,

J = {kEN: xEAk}.
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El conjunto de los indices de pertenencia para un ejemplo

J::{kEN:xeA&.

Estd dado x € A,

J=1{3,4,56,...}

x € Ds



Lema (sobre una sucesién creciente de conjuntos y los indices de pertenencia)

Sean (An)S2; una sucesién creciente de conjuntos, m € Ny x € Ap,. Pongamos
J = {kEN: xeAk}.

Entonces J tiene las siguientes propiedades.
Q@ JA0.
@ J tiene un unico elemento minimo que denotemos por p.
Q@ p<m
Q J=1keZ: k>p}={p,p+1l,p+2,...}.




Demostracion del lema sobre los indices
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Demostracion del lema sobre los indices

X € A, J::{keN: xEAk}.
1. Por la hipétesis, m € J.

2. Como N es bien ordenado, J C N, J # (), concluimos que J tiene un Gnico elemento minimo.
p = min(J).

3. Como k € Jy p=min(J), obtenemos que p < m.

4. Demostremos que J C {k € N: k > p}. Si k < p, entonces k <min(J)y k ¢ J.

Demostremos que {k € N: k > p} C J.
Si ke Ny k > p, entonces x € A, C Ay, asi que k € J.



Demostracién de la expresion de A, en términos de D

Demostremos que
Dy.
1

Cs

Am C
k
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Demostracién de la expresion de A, en términos de D

Demostremos que

Cs

An C Dy.

k=1

Sea x € A;,,. Como en el lema sobre los indices, pongamos
J={keN: xeA, p = min(J).
Entonces p < m, x € Ap, x ¢ Ap_1, asi que x € Dp.

Demostremos que
m
U Dk € A
k=1

Sea k € {1,...,m}. Entonces Dy C Ax C Ap,.



Otra demostracion de la expresion de A, en términos de Dy

Probemos por induccién que para cada m en N se cumple la siguinete afirmacion:

Q(m) = (Am = O Dk> .
k=1
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Otra demostracion de la expresion de A, en términos de Dy

Probemos por induccién que para cada m en N se cumple la siguinete afirmacion:

Q(m) = (Am = 0 Dk> .
k=1

Q(l) A1 :A1\®:A1\A0 = Do.
Supongamos Q(m) y demostremos Q(m + 1).

m+1
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Otra demostracion de la expresion de A, en términos de D,

Probemos por induccién que para cada m en N se cumple la siguinete afirmacion:

Q(m) = (Am = O Dk> .
k=1

Q(l) A1 :A1\®:A1\A0 = Do.
Supongamos Q(m) y demostremos Q(m + 1).

m+1
Amit L An U (Amir \ Am) 22 A, quH_(UAk)uAmH_ UAk.

k=1

Ejercicio: justificar todos los pasos.



Repaso: jcomo demostrar la siguiente afirmacién?
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ked



Repaso: jcomo demostrar la siguiente afirmacién?

UPC@

ked

Respuesta: un camino cémodo es demostrar que

Vk e J Py C Q.
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La unién de los A, y la unién de los D

Demostremos que

U A. € U D«

neN keN

En efecto, si n € N, entonces
n
A= J Dc € | D
k=1 keN

Demostremos que
U bk U An
keN neN

En efecto, si k € N, entonces

Dk C Ak c U An'
neN



