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Objetivos

Dado un espacio de medida o-finita (X, F, i),

para cada a en L (X, u) se define el operador de multiplicacién

My: LP(X, p) — LP(X, p), M,f = af.



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 [e]e]e]

Objetivos

Dado un espacio de medida o-finita (X, F, i),

para cada a en L (X, u) se define el operador de multiplicacién
My: LP(X, p) — LP(X, p), M,f = af.

Objetivos:
= calcular su norma,
= establecer su criterio de invertibilidad,

=y encontrar su espectro.
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Prerrequisitos

= Espacios de medida o-finita.

» Espacios LP(X, F,u,C), 1 < p < +oo.

» Espacio L*°(X, F, u,C) y la norma en este espacio.
= Kl rango esencial de una funcién medible.

= Operadores lineales acotados y su norma.

= Operadores lineales acotados invertibles.

= El espectro de un operador lineal acotado.
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Espacios de medida o-finita

En este tema suponemos que (X, F, u) es un espacio de medida o-finita:

existe (Vi)ren € F tal que
n VEeN pu(Vg) < 400,

» =X,
keN

s VEEN Vi C Vit
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Una propiedad de espacios de medida o-finita

Sea (X, F,u) un espacio de medida o-finita y sea Y € F tal que u(Y) > 0.
Entonces existe Z € Ftalque ZCY y 0<u(Z) < +oc.
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Una propiedad de espacios de medida o-finita

Sea (X, F,u) un espacio de medida o-finita y sea Y € F tal que u(Y) > 0.
Entonces existe Z € Ftalque ZCY y 0<u(Z) < +oc.

Demostraciéon. (Y N Vi)ken
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Una propiedad de espacios de medida o-finita

Sea (X, F,u) un espacio de medida o-finita y sea Y € F tal que u(Y) > 0.
Entonces existe Z € Ftalque ZCY y 0<u(Z) < +oc.

Demostracién. (Y N Vi)ken /", Uren(Y NVi) =Y. Por eso
lim p(YNVy) =pu(Y)>0.
k—ro00

Como p(Y) > 0, existe m en N tal que (Y N'V,) > 0.
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Una propiedad de espacios de medida o-finita

Sea (X, F,u) un espacio de medida o-finita y sea Y € F tal que u(Y) > 0.
Entonces existe Z € Ftalque ZCY y 0<u(Z) < +oc.

Demostracién. (Y N Vi)ken /", Uren(Y NVi) =Y. Por eso
lim p(YNVy) =pu(Y)>0.
k—ro00
Como pu(Y) > 0, existe m en N tal que u(Y NV,,) >0. Z:=Y NV,

wW(Z) < u(Viy) < +o0.



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 0O00e0000 00000 000 Q000 [e]e]e]

Funciones medibles iguales u-c.t.p.

Sean f,g € M(X,F,C).

fEE . ES p({meX: f@)#£g@)}) =0,

La clase de las funciones que se anulan p-c.t.p.:

Z(X,p) = {f € M(X,F,C): f=L=2 0y},
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Espacios LP(X, )

Fijamos p € [1,400). Vamos a trabajar con los espacios

LP(X,p) = LP(X, F, 1, C),  L®(X,p) == L®(X,F,puC).



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 [e]e]e]

Espacios LP(X, )

Fijamos p € [1,400). Vamos a trabajar con los espacios

LP(X,p) = LP(X, F, 1, C),  L®(X,p) == L®(X,F,puC).

Pasamos libremente de una funcién medible f

a su clase de equivalencia f + Z(X, u).
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La norma en L>(X, u)

Neo(a) = esssupx , |al,

esto es,
Noo(a) =inf{C >0 u({zeX: |a(z)]>C})=0}.
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La norma en L*®(X, u)

Neo(a) = esssupx , |al,

esto es,
Noo(a) =inf{C >0 u({zeX: |a(z)]>C})=0}.

En otras palabras, N (a) es el infimo del conjunto de las cotas superiores

esenciales de |a].
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La norma en L*®(X, u)

Neo(a) = esssupx , |al,

esto es,
Noo(a) =inf{C >0 u({zeX: |a(z)]>C})=0}.

En otras palabras, N (a) es el infimo del conjunto de las cotas superiores

esenciales de |a].

Sabemos que Ny (a) es una cota superior esencial de |al:

p({z € X fa(z)| > [lalleo}) = 0.
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El rango esencial de una funcién medible

Sea a € L*°(X, u).
R(a) = {)\ €eC: Vex>0 p{reX: |a(z)—A<e})> 0}.

Es posible demostrar que R(a) es un compacto en C.
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Los operadores invertibles por la izquierda so

Sea V' un espacio normado y sea A € B(V).
Supongamos que A es invertible por la izquierda en el dlgebra B(V).

Entonces existe € > (0 tal que para cada v en V se cumple la desigualdad

| Av[| > e |lv]]-
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Los operadores invertibles por la izquierda so

Sea V' un espacio normado y sea A € B(V).
Supongamos que A es invertible por la izquierda en el dlgebra B(V).

Entonces existe € > (0 tal que para cada v en V se cumple la desigualdad

| Av[| > e |lv]]-

Demostracién. Sea S € B(V) tal que SA = 1.
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Los operadores invertibles por la izquierda sor

Proposiciéon
Sea V' un espacio normado y sea A € B(V).
Supongamos que A es invertible por la izquierda en el dlgebra B(V).

Entonces existe € > 0 tal que para cada v en V' se cumple la desigualdad

| Av[| > e |lv]]-

Demostracién. Sea S € B(V) tal que SA = 1.

Entonces para cada v en V tenemos v = SAv, de donde
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Los operadores invertibles por la izquierda sor

Proposiciéon
Sea V' un espacio normado y sea A € B(V).
Supongamos que A es invertible por la izquierda en el dlgebra B(V).

Entonces existe € > 0 tal que para cada v en V' se cumple la desigualdad

| Av[| > e |lv]]-

Demostracién. Sea S € B(V) tal que SA = 1.

Entonces para cada v en V tenemos v = SAv, de donde ||v]| < ||S||||Av]|, esto es,
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Los operadores invertibles por la izquierda sor

Proposiciéon
Sea V' un espacio normado y sea A € B(V).
Supongamos que A es invertible por la izquierda en el dlgebra B(V).

Entonces existe € > 0 tal que para cada v en V' se cumple la desigualdad

| Av[| > e |lv]]-

Demostracién. Sea S € B(V) tal que SA = 1.

Entonces para cada v en V tenemos v = SAv, de donde ||v]| < ||S||||Av]|, esto es,

[Av]| = T (]l
IISH
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El operador de multiplicacion por a y su norma

Sean (X, F,p) un espacio de medida o-finita, u(X) >0, 1 < p < +oo.
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El operador de multiplicacién por @ y su norma

Sean (X, F, u) un espacio de medida o-finita, u(X) >0, 1 < p < +oo.
Dada a en L*°(X, ), definimos M, : LP(X,u) — LP(X, u),

M,f =af.
De manera mas detallada,

(Maf)(z) = a(z)f(x)  (zeX, felP(X,u)).

Sea a € L*°(X,p). Entonces M, € B(LP(X,p)) v M| = |laloo-
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Demostracion de || M,|| < ||a|ls

Sea
Y ={zxeX: |a(x)| <|a|l}-

Por la definicién de ||al/~, tenemos p(X \ Y) = 0.
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Demostracion de || M,|| < ||a|ls

Sea
Y ={zxeX: |a(x)| <|a|l}-

Por la definicién de ||al/~, tenemos p(X \'Y) = 0. Si f € LP(X, ), entonces
1Ml = [ a7 di = [ Jal? g [l L7
X Y X\Y
= [ laP 171 < alg [ 1517 di
Y Y
= ||a||§o/ [f1Pdp = llall& [[£15-
X

Elevamos ambos lados a la potencia 1/p y obtenemos || M, fl|, < ||a|lool f]|p-
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Demostracion de ||M,|| > ||al|s, inicio

Sea ¢ > 0.
Y ={zxeX: |a(z)| > |allec — €}

El ntimero ||a|lcc — € no es una cota superior esencial para a, por eso u(Y) > 0.
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Demostracion de ||M,|| > ||al|s, inicio

Sea € > 0.
Y ={zxeX: |a(z)| > |allec — €}

El ntimero ||a|lcc — € no es una cota superior esencial para a, por eso u(Y) > 0.

Usando la suposicién que la medida p es o-finita, encontramos Z € F tal que
ZCY,0< p(Z) < +oo. Entonces

Ve € Z la(z)] > ||al|co — €.



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas

Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000

0000 000

Demostracion de ||M,|| > ||al|s, inicio

Sea € > 0.
Y ={zxeX: |a(z)| > |allec — €}

El ntimero ||a|lcc — € no es una cota superior esencial para a, por eso u(Y) > 0.

Usando la suposicién que la medida p es o-finita, encontramos Z € F tal que
ZCY,0< p(Z) < +oo. Entonces

Ve € Z la(z)] > ||al|co — €.

Consideremos la funcién indicadora 1z del conjunto Z.
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Demostracién de || M,|| = ||@||c, final

Consideramos 1.
Izl = [ 1zdn = n(2).
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Demostracién de || M,|| = ||@||c, final

Consideramos 1.
Izl = [ 1zdn = n(2).

Nos importa que 0 < ||1z]|, < +o0.

Acotemos por abajo la norma de M,1z:

I Ma1z]2 = /Z jal? dp > ([lallos — €)P(2).
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Demostracién de || M,|| = ||@||c, final

Consideramos 1.
Izl = [ 1zdn = n(2).

Nos importa que 0 < ||1z]|, < +o0.

Acotemos por abajo la norma de M,1z:
1Ma1z2]5 = [ Jal dn = (o]l — 2Vu(2)

Luego

[Malzllp - (lalloo =€) n(2)'/P

M| > >
1zllp p(Z)\p

= llallc —
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Demostracién de || M,|| = ||@||c, final

Consideramos 1.
Izl = [ 1zdn = n(2).

Nos importa que 0 < ||1z]|, < +o0.

Acotemos por abajo la norma de M,1z:
1Ma1z2]5 = [ Jal dn = (o]l — 2Vu(2)

Luego

[Malzllp - (lalloo =€) n(2)'/P
zll, p(Z)\p

Como ¢ es arbitrario, hemos demostrado || Mg|| > ||al|so-

1Ml = = laflc —e.
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Operaciones algebraicas con operadores de mu

Sean a,b € L (X, ), £ € C. Entonces

Moty = Mg + My, My, = AM,, Moy = Mo My,
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Operaciones algebraicas con operadores de mu

Sean a,b € L (X, ), £ € C. Entonces

Moty = Mg + My, My, = AM,, Moy = Mo My,

Demostracion: ejercicio.
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Operaciones algebraicas con operadores de mu

Sean a,b € L (X, ), £ € C. Entonces

Moty = Mg + My, My, = AM,, Moy = Mo My,

Demostracion: ejercicio.

Por consecuencia, M, M, = MyM,.
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Operaciones algebraicas con operadores de mu

Sean a,b € L (X, ), £ € C. Entonces

Moty = Mg + My, My, = AM,, Moy = Mo My,

Demostracion: ejercicio.
Por consecuencia, M, M, = MyM,.

Otra propiedad: M;, = I, donde I es el operador identidad de LP(X, ).
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Criterio de igualdad de dos operadores de mulf

Sean a,b € L™ (X, ), £ € C. Entonces

M, = M, — a £ g
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Criterio de igualdad de dos operadores de mult

Sean a,b € L™ (X, ), £ € C. Entonces

M, = M, — a £ g

Idea de demostracion: ||M, — M| = [|Ma—s|| = ||a — b||cc-
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Criterio de igualdad de dos operadores de mult

Sean a,b € L™ (X, ), £ € C. Entonces

M, = M, — a £ g

Idea de demostracion: ||M, — M| = [|Ma—s|| = ||a — b||cc-

p-c.t.p.

Corolario: si ab 1x, entonces M, M, = 1.
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Criterio de invertibilidad del operador de mult

Proposicion

Sea a € L*°(X, u). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M, es invertible,
(b) existe € > 0 tal que la desigualdad |a| > € se cumple p-c.t.p.

(c) 0 ¢ R(a).
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Criterio de invertibilidad del operador de mult

Proposicion

Sea a € L*°(X, u). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M, es invertible,
(b) existe € > 0 tal que la desigualdad |a| > € se cumple p-c.t.p.

(c) 0 ¢ R(a).

Ejercicio: (b)<(c).
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Supongamos que (b) no se cumple.
Dado € > 0, encontramos Y € F tal que 0 < u(Y) < +o0

y para cada z en Y, |a(z)| < 5.
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Supongamos que (b) no se cumple.
Dado € > 0, encontramos Y € F tal que 0 < u(Y) < +o0
y para cada z en Y, |a(z)] < §

Entonces
1y |l = p(Y)'77, [Malyllp < 5 = (v,

asi que
[Malyll, e

Myl 2

M, no es acotado por abajo, luego no es invertible.



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q00e [e]e]e]

Supongamos que se cumple (b). Sea ¢ > 0 tal que

p{x e X:  Ja(x)| <e}) =0.

Pongamos
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Supongamos que se cumple (b). Sea ¢ > 0 tal que

p{x e X:  Ja(x)| <e}) =0.

Pongamos
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(b)=(a).

Supongamos que se cumple (b). Sea ¢ > 0 tal que
p{x e X:  Ja(x)| <e}) =0.

Pongamos
o) {1/a<x>, al) # 0;
0, a(xz) =0.

Invertibilidad de M,
Q00e

El espectro de M,
[e]e]e]

Entonces es facil ver que ||b]|o < 1/e. Luego My € B(LP(X, p)).
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El espectro de M,
[e]e]e]

(b)=-(a).

Supongamos que se cumple (b). Sea ¢ > 0 tal que
p{x e X:  Ja(x)| <e}) =0.

Pongamos
1/a(x), a(z 0;
oy o [0 0(0) 7
0, a(xz) =0.
Entonces es facil ver que ||b]|o < 1/e. Luego My € B(LP(X, p)).

1-c.t.p.

Ademas, ab x. Por eso M My = My, =1.
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El espectro del operador de multiplicacion

Dado un operador A de clase B(V), su espectro se define de la siguiente manera:

sp(A) ={ e C: AN —-A¢Inv(B(V))}.
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El espectro del operador de multiplicacion

Dado un operador A de clase B(V), su espectro se define de la siguiente manera:

sp(A) ={ e C: AN —-A¢Inv(B(V))}.

Sea a € L*=(X, ). Entonces
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Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,)



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 jefel J

Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,) = A — M, ¢ Inv(B(LP(X, 1))



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 jefel J

Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,) = A — M, ¢ Inv(B(LP(X, 1))

= Muy—o & Inv(B(LP(X, p)))



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 [e]e] ]

Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,) Al — M, ¢ Inv(B(LP(X, 1))

M1y —a & Inv(B(LP(X, 1))

[

0 € R(ANx —a)



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 [e]e] ]

Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,) Al — M, ¢ Inv(B(LP(X, n)))
Miiy—a & Inv(B(LP (X, 1))

0 € R(ANx —a)

[

Ve >0 wp({reX: |a(z)—A>¢e})>0



Introduccién Herramientas auxiliares La norma de M, Operaciones algebraicas Invertibilidad de M, El espectro de M,
0000 00000000 00000 000 Q000 [e]e] ]

Demostracion

Para cada A\ en C,

A € sp(M,) A — M, ¢ Inv(B(LP(X, 1))
M)\lea ¢ InV(B(Lp(X7 ,LL)))
0e R(/\lx — a)

Ve >0 wp({reX: |a(z)—A>¢e})>0

[

A € R(a).
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