El teorema espectral para elementos normales

Sea A un algebra C* con identidad e.

1 Proposicién. Sea A una coleccion de C*-subdlgebras de A. Entonces NA es una C*-
subdlgebra de A.

2 Definicién (C*-subdlgebra generada por un conjunto). Dado un subconjunto X de
A. La C*subdlgebra de A generada por X se define como la interseccién de todas las
C*-subalgebras de A que contienen al conjunto X. La denotemos por A[S].

3 Proposicién (C*-subdlgebra generada por un elemento normal). Sea x € A tal que
x*x = xx*. Sea P el conjunto de los elementos de A que se puede representar en la forma
p(x,z*), donde p es un polinomio complejo en dos variables. Entonces cl(P) = Alx]. Mds
ain, Alz] es conmutativa.

4 Teorema (teorema espectral para elementos normales). Sea x € A tal que x*x = xx*.

Definimos ®: M(Ala]) — Sp(z),

Denotamos por I' a la transformada de Gelfand del dlgebra Alz]. Definimos A: Alx] —
C(Sp()),
A)(t) =Ty)(@~'(t) (v Alzl, t € Sp(x)).

En otras palabras,
Aly) =T(y) o @~

Entonces se cumplen las siguientes propiedades.
1. ® es un homeomorfismo.
2. N es un C*isomorfismo de Alx] sobre C(Sp(x)).
3. Para cualquier polinomio p con coeficientes complejos en dos variables,
Alp(z,2%))(2) =p(z,2)  (2€C).

Demostracion. 1. Como A es un algebra C* con identidad y A[z]| es su C*-subélgebra
con la misma identidad,

Spa(z) = SPA[z} ().
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Pongamos K = M (A|z]). Por propiedades generales de la transformada de Gelfand,

Spap(z) ={p(z): ¢ € K}.

Por eso

Spa(z) = {p(2): ¢ € K}
Luego la funcién @ realmente toma valores en Sp 4(z), y su definicién es consistente. Més
aun, ® es suprayectiva.

Notemos que ® se puede escribir como

Op) =T()(¢p)  (peK).
Como I'(z) € C(K), concluimos que la funcién ® es continua.

Mostremos que ® es inyectiva. Sean ¢, 1) € K tales que ®(p) = ®(1)), esto es, p(x) = (x).
Luego

p(r7) = p(r) = ¥(x) = ¥(z").
De aqui se sigue que para cualquier polinomio p con coeficientes complejos en dos variables
se cumple

o(p(r,2")) = Y(p(z,27)).

Esto significa que ¢ y ¢ coinciden en P. Como P es denso en A[z], concluimos que ¢ = 1.

Hemos mostrado que ® es una funcién biyectiva y continua K — Sp(z). Como K y Sp(z)
son compactos de Hausdorff, ® es un homeomorfismo.

2. Como A[z] es un algebra C* conmutativa, la transformada de Gelfand I' es un C*-
isomorfismo. La funciéon A se obtiene de I por medio de un cambio de variable. Es facil ver
que A también es un C*-isomorfismo. Por ejemplo, verifiquemos que A es multiplicativa.
Sean a,b € A[z]. Entonces I'(ab) = I'(a)['(b), esto es, para cada ¢t en K se cumple la

igualdad
[(ab)(t) = T(a)(®)L(b)(t).

Dado z en Sp(z), aplicamos la igualdad anterior con ¢t = ®~!(z) y obtenemos

A(ab)(z) = Aa)(2)A(b)(2)-
Hemos mostrado que A(ab) = A(a)A(b).

3. Notamos que
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Luego

Ala")(2) = T(@")(27'(2)) = (27 1(2)) =

Para cada polinomio en dos variables de la forma

ol

obtenemos

y como A es un homomorfismo,

Apr,a)(z) = 3 apd@ @A) ) = Y apds =p(z7). O

j+k<m j+k<m

5 Proposicién (unicidad del C*-isomorfismo A del teorema anterior). Sea z € A tal que
r*r = xz*. Entonces existe un unico C*-isomorfismo A: Alx] — C(Sp(z)) tal que para
cualquier polinomio p con coeficientes complejos en dos variables,

Alp(x,27))(2) = p(2,2)  (2€C). (1)

Demostracion. La existencia esta demostrada en el Teorema 4. Demostremos la unicidad.
Sean A y A; C*-isomorfismos A[z] — C(Sp(z)) tales que para cualquier polinomio p con
coeficientes complejos en dos variables se cumple (1). Entonces A y A; coinciden en el
conjunto P. El conjunto P es denso en Alzx], y las funciones A y A; son continuas. Luego
Ay Ay coinciden en todo el dominio A[z]. O
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