Foéormula de Gelfand—Beurling para el radio espectral

1 Lema (un corolario del principio de acotacién uniforme). Sea V' un espacio de Banach
y sea X C V. Entonces X es acotado si y solo si X es débilmente acotado, esto es,

Vo e V* sup |¢(z)] < +o0.
zeX

Demostracion. Sea X es acotado. Entonces existe M > 0 tal que ||z|| < M para cada
en X. Luego para cada ¢ en V* tenemos

sup |o(z)| < M||¢]|.
zeX

Al revés, supongamos que X es débilmente acotado. Para cada v en V' consideremos el
funcional de evaluaciéon en v:

A(v): V* = C, A)(p) = p(z).

Entonces A(X) es un subconjunto del espacio bidual V**. La condicién que X significa que
podemos aplicar el principio de acotacion uniforme, y asi obtenemos que existe M > 0 tal
que ||A(z)|| < M para cada x en X . Finalmente, se sabe (por el teorema de Hahn-Banach)
que |A(z)]| = ||=|| para cada x en X. O

2 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach con identidad e, y sea a € A. Entonces

r(a) = lim a

Demostracion. Por un lado, para cada n en N tenemos que r(a)” = r(a™) < ||a™||. Luego
r(a) < fla"|¥" (ne€N).
En esta desigualdad pasamos al limite inferior cuando n — oo. Obtenemos

r(a) < liminf ||a" /™.
n—oo

Para terminar la demostraciéon, sera suficiente probar que

lim sup ||a”||*'™ < r(a). (1)

n—o0

Si a = 0, entonces (1) se cumple de manera trivial. Supongamos que a # 0. Sea £ € C tal
que |£] < 1/r(a). Mostremos que la sucesién ((£a)™),en es acotada.
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Sea r1 > r(a). Dado un funcional lineal ¢ € A, consideremos la funcién

f:C\Sp(a) = C,  f(A) = p(Ra(N)).

Ya sabemos que la funcién f es holomorfa. De la definicién del radio espectral r(a) se
sigue que

{AeC: [N\ >r(a)} CC\ Sp(a).
Sea 1 > r(a). Entonces T C CSp(a). Sabemos que

Ry(A) =) A *lak,
k=0

La serie converge de manera uniforme sobre rT. Aplicamos ¢:
FO) = o(Ra(A) = Y A p(a®).
k=0

La convergencia sigue siendo uniforme sobre r T. Integramos sobre el contorno r T término
a término:

1 " e pla
— A f()\)d)\kzzo o

211 Jx=r,

)

1

/ ATTFLAN = o(a").
[Al=r1

Sea M = supyc,,|f(\)]. Luego
|p(a™)] < M.

En otras palabras, la sucesiéon (a"/r}),en es débilmente acotada. Por un corolario del
principio de acotacién uniforme, existe C' > 0 tal que para cada n en N
la™] < CrY.
Luego
Hanul/n < Ol/nrl‘

Como consecuencia,

lim sup ||a"[|*™ < ry.
n—oo

Como 71 es un numero arbitrario con r; > r(a), hemos mostrado que

lim sup ||a"||V/" < 7(a). O

n—o0
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