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Objetivo

Sea H un espacio de Hilbert y sea T: H — H un operador autoadjunto compacto.

Demostrar que T admite una descomposicién en valores y vectores propios.
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Aplicaciones

= El teorema de Mercer sobre la descomposicién espectral de niicleos.

= Andlisis espectral de operadores diferenciales de Sturm-Liouville.
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Prerrequisitos

= Proyecciones ortogonales.
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Prerrequisitos

Proyecciones ortogonales.

Subespacios invariantes y reducientes.

Operadores compactos.

Propiedades espectrales basicas de operadores compactos.

Propiedades espectrales basicas de operadores normales y autoadjuntos.

Propiedades espectrales basicas de operadores autoadjuntos compactos.

Si T es un operador autoadjunto compacto, entonces || T|| o —|| T|| es su valor propio.

4/36



Plan

@ Repaso de las propiedades basicas
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Repaso: los subespacios propios y el espectro puntual

B(H) = los operadores lineales acotados H — H.

Proposicién

Si T € B(H)y A € C, entonces

ker(\l = T) = {x € H: Tx=x}.

op(T) = {N€C: ker(M = T) # {Ou}}

={reC: IeH\{ou} Tx=x}
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Repaso: los valores y vectores propios de un operador autoadjunto

B.(H) := los operadores lineales acotados autoadjuntos H — H.

Bo(H) = {T € B(H): T*=T}.

Proposicién
Si T € B,(H)y A € 0,5(T), entonces X € R. J

Proposicién
Si T € B,(H), &,m € 0p(T)y & #n, entonces

ker(¢l— T) L ker(nl — T).
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Repaso: cada subespacio propio de un operador autoadjunto es reduciente

Proposicién
Si T € Bo(H)y A€ 0,(T), entonces W := ker(Al — T) es un subespacio reduciente para T:

TW]cw, T[WH] c w.
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Repaso: el operador comprimido a un subespacio invariante

Proposicién

Sea T € B(H) y sea W un subespacio cerrado de H invariante para T:

T[W]C W.
Definimos Tyy: W — W,
Tw(x) = Tx.
Entonces,
[Twl <[ITl, op(Tw) S op(T).

Si T € B,(H), entonces Ty € B,(W).
Si T € By(H), entonces Ty € Bo(W).
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Repaso: el operador de proyeccion ortogonal sobre un subespacio cerrado

Proposicién

Si W es un subespacio cerrado de H, entonces existe un Gnico T € B(H) tal que

Vx € H Tx e W, x— Tx € Wt.

Denotamos este operador por Pyy. Este operador tiene las siguiente propiedades:

Py =Pw, Py =Pw, Pw[H=W.
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Repaso: proyecciones ortogonales asociadas a dos subespacios ortogonales

Proposicién

Si Wy y W, son subespacios cerrados de H tales que
Wi L Wh,

entonces Py, Py, = 0.
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Repaso: proyecciones ortogonales asociadas a dos subespacios ortogonales
Proposicién
Si Wy y W, son subespacios cerrados de H tales que

Wi L W,

entonces Py, Py, = 0.

Demostracion.

Para cada x € H, tenemos que Py,x € Wh, luego Pw,x € Wit y Py, Pu,x = Oy,
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Plan

© Repaso de los lemas principales
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Repaso: los subespacios propios de un operador autoadjunto compacto,

asociados a los valores propios no nulos, son de dimensién finita

Proposicién

Si T € Bo(H)NBa(H) y A € 0p(T) \ {0}, entonces ker(Al — T) es de dimensién finita.
Por consecuencia, ker(Al — T) es cerrado.
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Repaso: los valores propios de un operador autoadjunto compacto,

afuera de cada vecindad de cero, forman un conjunto finito

Proposicién
Si T € Bo(H)NB,(H) y r > 0, entonces el siguiente conjunto es finito:

op(T)N{z e C: |z| > r}.
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Sobre sucesiones de valores propios de un operador autoadjunto compacto

Corolario
Si T € Bo(H) N Ba(H) y (£k)ken es una sucesién con valores en op(T) \ {0},
distintos a pares, entonces

li =0.
fp&=C
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Sobre sucesiones de valores propios de un operador autoadjunto compacto

Corolario

Si T € Bo(H) N Ba(H) y (£k)ken es una sucesién con valores en op(T) \ {0},
distintos a pares, entonces

kll—>n;o & =0

Demostracion. Dado € > 0, los siguientes conjuntos son finitos:

So={Neop(T): A\ >ef, Li=¢lS]={keN: |&|>c}.

Pongamos m:=max(J;)+1. Para k > m, tenemos que || < e.
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Sobre el punto extremo del espectro puntual

del operador autoadjunto compacto

Proposicién
Si T € Bo(H) N B,(H), entonces

ITheop(T) vV =TIl €0op(T).
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Plan

© Enunciado del teorema
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Teorema
Sea T € Byo(H) N B,(H). Entonces, se tienen las siguientes propiedades.
1. 0,(T) es un subconjunto de R finito o numerable.
2. Existe una numeracién (\;)jc; del conjunto o,(T) \ {0} tal que
JesdelaformaJ=NoJ={l,...,n} con algin nen N,
y la familia (|Aj])jes es decreciente: V) < sup(J) INjr1] < A
3. Para cada j en J, denotemos por P; la proyeccién ortogonal sobre ker(Ajl — T).
Entonces, P;Py = 0 para j # k.

4. El operador T tiene la siguiente descomposicion.

Si J =N, entonces la serie converge en la norma de B(H).

T=> P
Jjed
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@ Demostracién del teorema
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Demostracion, idea del proceso iterativo

Pongamos Hy .= H, T = T.

Empezando con j = 1, mientras T; # 0, construimos los siguientes objetos:
= )\ el valor propio de T; tal que |\;| = || T},

Ej =ker(A\jl —T),

P; := la proyeccién ortogonal sobre Ej,
= Hpi= (B @ E)",

T;+1 = el operador T comprimido a Hj41.
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Paso 0, construccién de T3

Pongamos H; = H, T = T.

Si T =0, entonces terminamos el proceso poniendo J = ().
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Eq

Tx = M\x
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Eq

E>

El E2 H3 — (El ) E2)L
Tx = A\1x 0 0

0 Tx = Aox 0

0 0
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Paso 1, construccion de A\ y P;

Estamos suponiendo que T # 0.
Elegimos A1 € 0,(T) tal que

Al = [T
Consideramos el subespacio

E; :=ker(A1l —T)

y denotamos por P; la proyeccién ortogonal tal que Pi[H| = E;.

Denotamos por H, al complemento ortogonal de Ej:

H, = Ei.
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Paso 1, construccién de T,

Sabemos que E; reduce al operador T.

Por lo tanto, H» es un subespacio invariante para T:
T[H>] C Ha.
Denotamos por T, al operador T comprimido a Hs:
Tr: Hy — Hs, Tox = Tx

Sabemos que T, € Bo(H2) N Ba(T) y | T2|| < || T

Si T, = 0, entonces terminamos el proceso con J = {1}.

(X S H2).
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Paso 1, \; ¢ op(T2)

Mostremos que A1 ¢ op(T2).
Supongamos que u € Hs tal que Tou = Aju.

Esto significa que Tu = A\ju, es decir,

u€ker(A\/—T)=E.

Pero Hy, = ElL. Por lo tanto, u = Op.
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Paso 2, construccion de A\, y P»

Estamos suponiendo que T» # 0.
Elegimos X\ € 0,(T2) tal que
Ao = [| T2]l.
Notamos que A\» € 0,(T) y A2 # A1.
Pongamos E; := ker(Aal — T).

Definimos P, como la proyeccién ortogonal tal que P[H] = Es.
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Paso 2, construccién de T3

Pongamos
Hz = (E1 & EQ)J_.
Es facil ver que E; & E» y Hs son subespacios reducientes para T.

Definimos T3 como T comprimido a Hs:

T3: H3 — Hs, Tsx = Tx (X S H3).

Es facil ver que T3 € Bo(H3) N Ba(Hs3) y || T3]l

IN

IT2]-

Si T3 = 0, entonces terminamos el proceso con J = {1,2}.
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Definicion del conjunto de indices J

Asi construimos

los ndmeros A1, Ao, As, ...,

las proyecciones ortogonales Py, P>, Ps, .. .,
los subespacios cerrados Hi, Ho, Hs, .. .,

los operadores Ty, T, T3, ...

Si en algln paso n se obtiene T,11 =0,
entonces ponemos J = {1,...,n} y terminamos el proceso

Si T; # 0 para cada j en N, entonces J := N.
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Los valores propios A; son diferentes a pares

Recordamos que Aj11 € 0p(Tjy1).
Probemos que A1,..., A & op(Tj41).
Supongamos que u € Hj11, k € {1,...,j}y Tu = Acu.

En este caso,

UEker()\k/—T):EkgElEB”'

Como Hipi=(E® @ EJ)l concluimos que u = 0.

@ E;.
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La propiedad decreciente de H; y |\

Supongamos que j € J tal que j+ 1 € J.

Como

o0 1CER® - oF,

tenemos que

Huau=(Eo - 0E) C(Eo--®E 1)t =H,

Al =Tl = sup [Tull < sup [ Tull = [IT;] = Al
UGHJ+1 J
flull=1 IIUII 1
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La sucesion (\))je, tiende a 0

Consideremos el caso cuando J = N.

Como A\i # Aj para k # j, concluimos que

lim \; = 0.

j—oo
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LLos operadores residuos R,

Para cada m en N, pongamos

Rm=T-=> MPx.
k=1

Si g < my x € Eg, entonces
m m
Rnx = Tx — Z AcPix = Agx — Z AkOgkx = 0.
k=1 k=1

Por lo tanto,
E1@ - ® En C ker(Rm).

SixeHpr1=(E1®--® Em)J-, entonces R,x = Tx.
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Los operadores residuos R, y sus normas

Si x € H, entonces usamos la descomposicién

X=y+ 2z yeE® - -®En, z € Hpya,
y obtenemos
[Rmx|| = [Rmy + Rmz|l = | Tz|| = | Tmi12]] < [ Tmgall l2[| < [ Tmall fIx]]-

De aqui se sigue que  [|Ro < | Trsall = Amia| v

lim
m—00

= lim_[|Rmeal = fim [Amea| = 0.

’T—Z)\kPk

k=1
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Caso J ={1,...,n}

En el caso J = {1,..., n}, tenemos que
[Rnll < || Tasall =0,
asi que

T=> AP
k=1
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© Corolarios
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Repetimos el enunciado del teorema

Sea T € By(H) N B,(H). Entonces, se tienen las siguientes propiedades.
1. 0p(T) es un subconjunto de R finito o numerable.

2. Existe una numeracién (;)jey del conjunto o,(T) \ {0} tal que
JesdelaformaJ=NoJ={1,...,n} con algin nen N,
y la familia (|Aj])jcs es decreciente:  Vj < sup(J) INjr1] <A

3. Para cada j en J, denotemos por P; la proyeccion ortogonal sobre ker(\;/ — T).
Entonces, P;jPy = 0 para j # k.

4. El operador T tiene la siguiente descomposicion.

Si J =N, entonces la serie converge en la norma de B(H).

T =5 i

JjeJ
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Corolarios

Corolario
I T =sup{|\j|: jeJ} yjl_i)rgo)\j =0. J

Usamos la notacién
Ej = ker(\jl — T) = Pj[H].

Corolario
Para cada j en J, el subespacio E; es de dimensién finita, y

T[H] = (ker T)* = clos (Iin (U EJ)) .
jed
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Corolarios

Corolario
Si T € Bo(H) N Ba(H), entonces existe una familia finita o numerable (&;);jc; en R

y una base ortonormal (b;)je, de (ker T) tal que para cada x en H,

Tx = ij(X, bj>bj

Jjed
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