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= Dados dos espacios normados complejos V' 'y W,
introducir el espacio normado B(V, W)
de las transformaciones lineales acotadas V — W.

» Demostrar que si W es completo, entonces B(V, W) es completo.

= Demostrar la siguiente desigualdad para la norma de la composicion:

ISTI < IS
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Prerrequisitos

Conjuntos acotados en espacios métricos y normados.

Criterio de continuidad de una transformacién lineal.

Varias férmulas equivalentes para la norma de una transformacién lineal.

Operaciones con transformaciones lineales en espacios vectoriales.
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Criterio de continuidad de una transf. lineal (

Proposicion
Sean V' y W espacios normados complejos y sea T: V — W una transformacién lineal.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) T esacotada: IC >0 VxeV |Tx[|lw < C|x]v.
(b) T es Lipschitz continua.

(c) T es uniformemente continua.

(d) T es continua.

(e) T es continua en el punto Oy .

(f) T[By] es un conjunto acotado en W.

&) sup{I Txlw: x€V, [x|v<1}<+oo.
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La norma de una transformacién lineal (repas

Proposicion

Sean V' y W espacios normados complejos y sea T: V — W una transf. lineal.

Tx
Ni(T)= sup ||Tx|lw, No(T):= sup |[Tx||w, N3(T):= sup I HW,
xEV x€E xev  Ixllv
[Ix[lv<1 lIx]lv=1 x#0y

Ny(T) = inf{C € [0,+00]: V¥xeV |Tx|lw < Clix|lv}.

Entonces Ni(T) = No(T) = N3(T) = Nag(T).
Mas adn, el infimo en la definicién de N4(T) se alcanza, esto es,

VxeV || Txllw < Na(T) |Ix]|v-
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Sean V, W espacios normados complejos.
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Sean V, W espacios normados complejos.

B(V, W) = el conjunto de todas las transformaciones lineales acotadas V — W.
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Sean V, W espacios normados complejos.

B(V, W) = el conjunto de todas las transformaciones lineales acotadas V — W.

La norma de una transformacién lineal acotada T se define como

1T = sup [ Tx|w-
ev

X
lIx[lv<1

Otra notacién: || T|lv_w, ||T||B(V,W).
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Sean V, W espacios normados complejos.

B(V, W) = el conjunto de todas las transformaciones lineales acotadas V — W.

La norma de una transformacién lineal acotada T se define como

1T = sup [ Tx|w-
ev

X
lIx[lv<1

Otra notacién: || T|lv_w, ||T||B(V,W).

Si T € B(V, W), entonces

vxeV [ Txllw < ([ TIHx]lv-
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

I
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

ITl =
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

ITI = N(T)
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

ITI = M(T) =
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

ITI = Nu(T) = sup{[[Txw: xeV [x]v <1}
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

vxeV || Txllw < vlixllv-

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.

ITI = Nu(T) = sup{[[Tx[lw: xeV |ix]ly <1} <.
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Una receta trivial para acotar por arriba || T||

Proposicién
Sea T: V — W yseay > 0. Supongamos que

VxeV | Txlw < vlix|lv.

Entonces T € B(V, W)y || T| < 7.

Demostracion.
ITI = M(T) = sup{ITxllw: xeV [x|v<1} <.

Ejercicio. Escribir otras demostraciones usando las férmulas No(T) y N3(T).
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Operaciones lineales con las transformaciones lineales (¥

Sean V' y W espacios vectoriales complejos,
A,B: V — W transformaciones lineales, A\ € C.

(A+ B)x = Ax + Bx, (AA)x = A\(Ax).

Es facil verificar que A+ B y AA son transformaciones lineales.
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Operaciones lineales con transformaciones linealé

Proposicién

Sean V, W espacios normados complejos, A, B € B(V, W), A € C.
Entonces A+ B € B(V, W), A € B(V, W),

IA+ Bl < [IAI[ + [IBll,  [[AIl = [A[[IAIl
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Demostracién de la desigualdad ||A+ B

Para cada x en V,

< [|All + [|B]
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Demostracién de la desigualdad ||A+ B

Para cada x en V,

I(A + B)x|lw

< [|All + [|B]
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Demostracién de la desigualdad ||A+ B

Para cada x en V,

I(A+ B)xllw =

< [|All + [|B]
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

I(A+ B)xllw = [[Ax + Bx|lw
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw <
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN

Al Il + 1Bl Ix]lv
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN

A Xl + 1Bl Ixllv <
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN

Al Ixllv + 11BN < (1Al + 181 [Ix]lv-
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN

Al Ixllv + 11BN < (1Al + 181 [Ix]lv-

Esto implica que A+ B € B(V, W)y
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Demostracién de la desigualdad ||A + B|| < ||All -+ [ Bl

Para cada x en V,

A+ B)xllw = [[Ax+ Bx[lw < [[Ax]lw + [|Bx[lw

IN

Al Ixllv + 11BN < (1Al + 181 [Ix]lv-

Esto implica que A+ B € B(V, W)y

A+ Bl < Al +[B]-
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

I(AA)x]lw
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AAXw =
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

IAAX[lw = [[A(AX)]lw
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AAxlw = [IMAX)|lw =
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AAXw = [IMA)lw = [A[Ax]lw
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
[AA[| =0, IA[[A]l = 0.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AAX]Iw = IAAllw = Al[[Ax]lw <
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
Ml =0, [AllIAl =o.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

1AW = [MAlw = [ATAX]w < [ALCTAT X
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
Ml =0, [AllIAl =o.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

1AW = [MAlw = [ATAXw < [ALCATIXTD =
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
Ml =0, [AllIAl =o.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AA)xllw = [IAA)lw = [AlIAx]w < [ALCIAIIXI) = (ATIAL [Ix]]-
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| < |A] [JAll

Si A =0, entonces
Ml =0, [AllIAl =o.

Supongamos que A # 0.

Para cada x en V,

[AA)xllw = [IAA)lw = [AlIAx]w < [ALCIAIIXI) = (ATIAL [Ix]]-

Esto implica que AMA € B(V, W)y

[IAA[] < AT LA
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

AL A w
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

A IAx[w =
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

AHAX][w = [IA(AX)[[w
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

AIAX(w = [[AAX) lw =
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

AIAxw = [[AA)[w = [[(AA)x]lw
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,

AHAX][w = IAMAX)[lw = [[(AA)x]lw < [IAA[HIx]lv,
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que

1A [ w
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que

[Ax]lw <
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que
AL

IAx[[w < [Ix1v-
A
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que
AL

IAx[[w < [Ix1v-
A

Por lo tanto,
Allw
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que
AL

IAx[[w < [Ix1v-
A

Por lo tanto,
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Demostracién de la desigualdad ||AA]| = |A] [[All

Estamos suponiendo que A # 0.

Para cada x en V,
A NAX[w = [[MA)[[w = [[(AM)x]lw < [[AA]] [Ix]lv,

De aqui se sigue que
AL

IAx[[w < [Ix1v-
A

Por lo tanto,

JAllw < AL

[Al
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Demostracién que si ||A|| = 0, entonces A = Oy

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A|| = 0.
Entonces A =0y .
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A| = 0.

Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos

[Avlw
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A| = 0.

Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos

[Av]lw <
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A| = 0.

Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos

[Avliw < (Al {Iviiv
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A| = 0.

Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos

[Aviiw < [[AlllIviiv =
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,
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[Aviiw < [[Allllvllv =0,
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon

Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A]| = 0.
Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos
[Aviw < [JAll]lvllv = 0,

asi que Av = 0.
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Demostracién que si ||Al| = 0, entonces A = Oy,

Proposiciéon
Sean V, W espacios normados complejos, A € B(V, W), ||A]| = 0.
Entonces A= 0y_,w.

Demostracion. En efecto, para cada v en V tenemos
[Aviw < [JAll]lvllv = 0,

asi que Av = 0.

Esto significa que A =0y _,w.
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Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion

Sean V' y W espacios normados complejos.
Entonces B(V, W) es un espacio normado complejo.
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Hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion

Sean V' y W espacios normados complejos.
Entonces B(V, W) es un espacio normado complejo.

Observacién del profesor Nikolai Vasilevski:
la norma del operador, definida para medir sus propiedades individuales,

de manera sorprendente sirve también en el “contexto social” del espacio B(V, W).
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Proposiciéon

Sea V un espacio normado complejo y sea W un espacio de Banach complejo.
Entonces B(V, W) es completo.
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Demostracion, inicio

Sea (Ak)ken una sucesién regular de Cauchy en B(V, W):

[Akp1 = Adll < 27F
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Demostracion, inicio

Sea (Ak)ken una sucesién regular de Cauchy en B(V, W):
[Akp1 = Adll < 27F
Dado x en V/, mostremos que la sucesién (Axx)ken converge.

1Ak1x = Aex]| = [(Asrr = Ax]| < [Akss = Al Ixll < 275 Ix].
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Demostracion, inicio

Sea (Ak)ken una sucesién regular de Cauchy en B(V, W):
[Akp1 = Adll < 27F

Dado x en V/, mostremos que la sucesién (Axx)ken converge.

[Ak1x = Arxll = [I(Akrs — Axl < Ak — Al lIxl < 2757 x|l
m+1
sim> n, [Amx — Apx|| < Z [Akr1x — Arx|| < 277||x||.

k=n
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Demostracion, inicio

Sea (Ak)ken una sucesién regular de Cauchy en B(V, W):
[Akp1 = Adll < 27F

Dado x en V/, mostremos que la sucesién (Axx)ken converge.

1Ak1x = Aex]| = [(Asrr = Ax]| < [Akss = Al Ixll < 275 Ix].
m+1
sim>n, [Amx — Apx|| < Z [Akr1x — Arx|| < 277||x||.
k=n

La sucesion (Axx)ken es de Cauchy en W, luego converge. B(x) = limg_ o0 (Akx).
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.

B(x+y)= (Ak(x +y)) = lim (Aex + Acy)

(Akx) + k“_ET;o(AkY) = B(x) + B(y),

lim
k— o0

lim
k— o0
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.

B(x+y)= (Ak(x +y)) = lim (Aex + Acy)

(Akx) + k“_Er;o(Aky) = B(x) + B(y),

lim
k— o0
= lim

k— o0

B(A\x) = k“—>moo(Ak(>\X)) (Mx) = A kli_)n;o(Akx) = A B(x).

= lim
k— 00

Hemos utilizado las siguientes propiedades:
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.

B(x+y)= (Ak(x +y)) = lim (Aex + Acy)

(Akx) + k“_?;o(Aky) = B(x) + B(y),

lim
k— o0
= lim

k— o0

B(A\x) = k“—>moo(Ak(>\X)) (Mx) = A kli_)n;o(Akx) = A B(x).

= lim
k—o00
Hemos utilizado las siguientes propiedades:

= A,v — Bv paracada v en V,
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.

B(x+y)= (Ak(x +y)) = lim (Aex + Acy)

(Akx) + k“_?;o(Aky) = B(x) + B(y),

lim
k— o0
= lim

k— o0

B(A\x) = k“—>moo(Ak(>\X)) (Mx) = A kli_)n;o(Akx) = A B(x).

= lim
k—o00

Hemos utilizado las siguientes propiedades:
= A,v — Bv paracada v en V,

= |as transformaciones Ay son lineales,
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Demostracion, continuacion

Demostremos que B es lineal. Sean x,y € V, A € C.

B(x+y)= (Ak(x +y)) = lim (Aex + Acy)

(Akx) + k“_?;o(Aky) = B(x) + B(y),

lim
k—o0
lim
k—o0
()\AkX) =

B(Ax) = k“—>moo(Ak(>\X)) = (Akx) = X B(x).

kli—>moo kII—>n;o
Hemos utilizado las siguientes propiedades:

= A,v — Bv paracada v en V,

= |as transformaciones Ay son lineales,

= |as operaciones lineales en W son continuas.
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Demostracion, final

Demostremos que B es acotado. Para cada m en N,

m—1 m—1
[Amll = ‘Al + ) (A = A)| < A+ Yo 279 <A + L.
k=1 k=1
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Demostracion, final

Demostremos que B es acotado. Para cada m en N,

m—1 m—1
[ Aml| = ‘Al + D (A — A| S 1A+ D27 < A + 1
k=1 =1
Dado x en V,

[Amx[lw < ([[A1l] + 1) [Ix]|v-
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Demostracion, final

Demostremos que B es acotado. Para cada m en N,

m—1 m—1
[ Aml| = ‘Al + D (A — A| S 1A+ D27 < A + 1
k=1 =1
Dado x en V,

[Amx[lw < ([[A1l] + 1) [Ix]|v-

Pasamos al limite cuando m — oo y usamos el hecho que la norma en W es una
funcién continua:
1Bx[lw < ([[A] + 1) [[x] v
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Demostracion, final

Demostremos que B es acotado. Para cada m en N,

m—1 m—1
[ Aml| = ‘Al + D (A — A| S 1A+ D27 < A + 1
k=1 =1
Dado x en V,

[Amx[lw < ([[A1l] + 1) [Ix]|v-

Pasamos al limite cuando m — oo y usamos el hecho que la norma en W es una
funcién continua:
1Bx[lw < ([[A] + 1) [[x] v

Luego ||B| = Na(B) < || Ax] + 1.
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Otra demostracién: usar series absolutamente converge

Ejercicio. Demostrar la proposicién sobre la completez de B(V, W) de otra manera.
Usar el criterio de completez de espacios normados

en términos de series absolutamente convergentes.
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La completez de W es una condicion necesaria

Ejercicio. Supongamos que V, W son espacios normados, V' # {0y},
y el espacio B(V, W) es completo. Demostrar que W es completo.

Sugerencia: usar el teorema de Hahn—-Banach.
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Proposicion

Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
Entonces ST € B(V,X) y
ISTI < ISIHT-
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
Entonces ST € B(V,X) y

ISTI < [ISI[I T
Demostracion. Para cada v en V,

I(ST)vlx
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Demostracion. Para cada v en V,
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ISTI < [ISI[I T
Demostracion. Para cada v en V,

I(ST)viix = [IS(T(V)lIx
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
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Demostracion. Para cada v en V,
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
Entonces ST € B(V,X) y

ISTI < [ISI[I T
Demostracion. Para cada v en V,

ISTVIx = IS(T(Dlix < ST Tv]w <
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
Entonces ST € B(V,X) y

ISTI < [ISI[I T
Demostracion. Para cada v en V,

ISTIvIix = IS(TONlx < ISHITvIw < ISTHITI Iv]v-
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Proposicion
Sean V, W, X espacios normados complejos, T € B(V, W), S € B(W, X).
Entonces ST € B(V,X) y

ISTI < [ISI[I T
Demostracion. Para cada v en V,
[(ST)vlx = ISCT(W)Ix < [ISIHTTvI[w < ISIIT v

Luego ST € B(V, X) y [[STIl < IS[[][ T1l-
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