Sigma-algebras

Objetivos. Definir la nocién de o-dlgebra y estudiar sus propiedades bésicas.
Requisitos. Operaciones con conjuntos, operaciones con familias de conjuntos.

1 Definicién (conjunto potencia, conjunto de los subconjuntos). Dado un conjunto X,
denotemos por 2% al conjunto de todos los subconjuntos de X:

2% = {Y: Y C X}.
Otra notacién: P(X).

2 Definicién (o-dlgebra). Sea X un conjunto. Un conjunto F C 2% se llama o-dlgebra
sobre X, si cumple con las siguientes condiciones.

(S1) @ € 7.
(S2) F es cerrado bajo complementos: si A € F, entonces X \ A € F.

(S3) T es cerrado bajo uniones numerables: si A; € F para cada j en Ny B = J;cy 4),
entonces B € J.

La condicién (S3) se puede escribir de manera més formal:

V(A)jen€F |4 €7

JjEN

3 Proposicién (propiedades elementales de o-dlgebras). Sea F una o-dlgebra sobre X.
Entonces:

1. X eJ.

2. T es cerrada bajo intersecciones numerables:
si A; € F para cada j en N, entonces ﬂjeN A, el

3. F es cerrada bajo uniones finitas:
si A; € F para cada j en {1,...,m}, entonces U;”:l A el

4. F es cerrada bajo intersecciones finitas:
si Aj € F para cada j en {1,...,m}, entonces (-} A; € F.

5. F es cerrada bajo la operacion de diferencia de conjuntos:
si A, B €F, entonces A\ B € F.

Demostracion. Ejercicio. O
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Ejemplos de o-algebras

4 Ejemplo (conjunto potencia). Sea X un conjunto. Entonces 2% es una o-dlgebra sobre
X.

5 Proposicién (propiedades de conjuntos finitos o numerables, repaso). Recuerde cémo
se demuestran las siguientes proposiciones:

» Sea (Ap)gen una sucesion de conjuntos a lo mds numerables. Entonces la union
Uren Ak también es un conjunto a lo mds numerable.

s Sea B un conjunto a lo mds numerable y sea C' C B. Entonces C' también es a lo
mas numerable.

6 Ejemplo (subconjuntos a lo mds numerables y sus complementos). Sea X un con-
junto no numerable. Denotemos por N al conjunto de todos los subconjuntos finitos o
numerables de X:

N = {Y C X: Y es finito o numerable}.

Denotemos por F al conjunto que consiste de todos los subconjuntos finitos o numerables
de X y todos los subconjuntos de X cuyos complementos son finitos o numerables:

?::{YQX: YeN Vv X\YGN}.
Entonces F es una o-dlgebra.

Indicacion acerca de la demostracion. En la demostracion de la propiedad (S3) hay que
considerar dos casos: 1) para cada k en N, A; € N; 2) existe j en N tal que X\ A; e N. [
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