La sigma-algebra generada por un conjunto de conjuntos

(un tema de anilisis real)

Egor Maximenko

https://www.egormaximenko.com

Instituto Politécnico Nacional
Escuela Superior de Fisica y Matematicas
México

21 de febrero de 2024


https://www.egormaximenko.com

Objetivos:
@ demostrar que la interseccién de un conjunto de o-algebras es una o-algebra;
o definir la o-algebra generada por un conjunto de conjuntos;

@ considerar algunos ejemplos.

Prerrequisitos:
o definicién de o-algebra;
@ el concepto de la interseccién de un conjunto de conjuntos;

@ la estructura de los subconjuntos abiertos de la recta real.



La interseccidn de un conjunto de conjuntos (repaso)

Sea W un conjunto de conjuntos, W # ().
NV :={t: VCeV teC}.

Otra notacién:

nc

Cev



La interseccion de un conjunto de sigma-algebras es una sigma-algebra

Proposicién
Sea X un conjunto y sea W un conjunto de o-algebras sobre X, V # (). Pongamos
F =NV,

esto es,

F ={YCX: VAev Y € A}.

Entonces F es una o-algebra sobre X.
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CeF.



Ejercicio.

Completar la demostracién.
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La sigma-algebra generada por un conjunto de conjuntos

Sea X un conjunto y sea G C 2%,

V= {A Cc2X:  Aesuna o-algebra A G C A}.

Notemos que 2X € W, asi que W # .
F=nW=(JA={YCX: VAcV YedA}
Aev
Entonces:
@ F €V, por la proposicién anterior;
@ F es el elemento minimo de V.

F se llama la o-algebra generada por G .



La realidad triste de analisis real

En general, la o-algebra F generada por G no tiene descripcidn simple.

En otras palabras, dado un conjunto A C X, no es facil determinarsi A€ F o A¢ F.



Ejemplo muy simple

X =1{1,2,3}, G = {{1,2}}. Consideremos

Mostremos que F es la o-algebra generada por G.

F={0, (1,2}, {3}, x}.

I. Primero, verifiquemos que F es una o-algebra.

A A€

0 X
1.2} | {3}
3 | {12}

X 0

e F.
U 0 {1,2} {3} X
0 0 {1,2} {3} X
1,2y | {1,2) {1,220 X X
{3t | {33 X {3t X
X X X X X




Ejemplo muy simple, continuacion

X ={1,2,3}, G = {{1,2}},
F=1{0, {12}, 3}, X}.

[l. Mostremos que F es la minima entre todas las o-algebras que contienen a G.
Sea A una o-algebra tal que G C A.
Entonces:
e Ne A,
@ X €A, porque X =0y () € A;
e {1,2} € A, porque G C Ay {1,2} € G;
e {3} € A, porque {3} ={1,2}°y {1,2} € A.
Hemos mostrado que F C A.



La o-algebra generada por los subconjuntos unipuntuales

de un conjunto no numerable

Ejercicio.

Sea X un conjunto no numerable y sea G el conjunto de los subconjuntos unipuntuales de X:

g = {{t}: teX}.

Describir la o-algebra F generada por G.



La o-algebra de Borel de un espacio topoldgico

Definicién.
Sea (X, T) un espacio topoldgico.
La o-algebra B, generada por la topologia 7 se llama la o-algebra de Borel .

Los elementos de B se llaman conjuntos borelianos .

Cuando se considera un espacio topoldgico X con una topologia conocida,
se escribe Bx en vez de B;.



Ejercicio.
Sea X un conjunto, sean G1,G, C 2 G1CG.

JF1 = la o-algebra generada por G1,
Fo = la o-algebra generada por G».

Demostrar que F1 C F> .



La sigma-algebra de Borel del eje real

se genera por la coleccién de los rayos derechos

Proposicién

La o-algebra Br esta generada por

{]a,+oo[: aER}.
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g:—{]a,+oo[ g aER};
F
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Como G C 1R, tenemos F C Bg.



Demostracion: Br C F

Q [b,+o0] =



Demostracion: Br C F



Demostracion: Br C F

@ [b,+o[= N ]b—’l],+00{ cF

Q Ja,b[=



Demostracion: Br C F

Q [b,+oo] = ﬂ ]b—i,%—oo{ e F.
neN
@ |a, b[ = ]a,+o0o[ \ [b, +o0[ € F.



Demostracion: Br C F

Q [b,+oo] = ﬂ ]b—i,%—oo{ e F.
neN
@ |a, b[ = ]a,+o0o[ \ [b, +o0[ € F.

© Sea A € 7R. Sabemos que existen (a,)nen € RY, (by)nen € RY tales que

A—



Demostracion: Br C F

Q [b,+oo] = ﬂ ]b—i,%—oo{ e F.
neN
@ |a, b[ = ]a,+o0o[ \ [b, +o0[ € F.

© Sea A € 7R. Sabemos que existen (a,)nen € RY, (by)nen € RY tales que

A= U lan, bnl -
n=1



Demostracion: Br C F

Q [b,+oo] = ﬂ ]b—i,%—oo{ e F.
neN
@ |a, b[ = ]a,+o0o[ \ [b, +o0[ € F.

© Sea A € 7R. Sabemos que existen (a,)nen € RY, (by)nen € RY tales que

A= U lan, bnl -
n=1

Por lo tanto, A € F.



Demostracion: Br C F

Q [b,+oo] = ﬂ ]b—i,%—oo{ e F.
neN
Q Ja, b[ = ]a,+oo[ \ [b, +o0] € F.

© Sea A € 7R. Sabemos que existen (a,)nen € RY, (by)nen € RY tales que

A= U ]ana bn[-
n=1

Por lo tanto, A € F.

@ F es una o-algebra tal que Tp C F;
Br es la minima entre las o-algebras que contienen 7.
Por lo tanto, Bg C F.



