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Prerrequisitos

@ Espacios vectoriales complejos.
@ Funciones lineales y bilineales en espacios vectoriales.

@ El producto interno canénico en C".
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@ Definicién de forma sesquilineal



Definicion de forma sesquilineal

En este tema asumiremos que V es un espacio vectorial complejo.

Definicion
Una funcién f: V2 — C se llama forma sesquilineal o funcién sesquilineal ,
si es lineal respecto al primer argumento y lineal conjugada respecto al segundo,

es decir, para cada a,b,cen V y cada A, en C,

f(Aa+ pub,c) = Af(a,c)+ pf(b,c)
f(a,A\b+ pc) = Xf(a, b) + 1 f(a,c).
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Propiedad lineal respecto al primer argumento, con n sumandos

En adelante, entenderemos que f: V2 — C es una forma sesquilineal.



Propiedad lineal respecto al primer argumento, con n sumandos

En adelante, entenderemos que f: V2 — C es una forma sesquilineal.

Proposicién

Para cada m € N, cualesquiera a1, as, ..., am € V, cualesquiera A1, Ap,
beV,

m m
f Z)\jaj,b = Z)\jf(aj,b).
j=1

Jj=1

...y Am € C vy cualquier




Demostracion

Procedemos por induccién sobre m.

Para cada m en N, denotamos por 27(m) la siguiente afirmacién:

m m
f (Z )\jaj, b) = Z)\jf(aj, b)
j=1 j=1



Demostracion

Procedemos por induccién sobre m.

Para cada m en N, denotamos por 27(m) la siguiente afirmacién:
m m
f Z)\jaj,b = Z)\jf(aj,b).
J=1 j=1

La afirmacién <7(1) es obvia, pues ambos lados se reducen a

Alf(al,b).



Propiedades de las formas sesquilineales

o (2) :
(Z)\ aj, ) =f )\131 + Apan, b) = Alf(al, b) + )\2f(82, b) = Z)\jf(aj, b)

o/(m+ 1) : Suponemos cierto o7 (m)

m+1 m m
f (Z )\jaj, b) =f (Z )\jaj + )\m+1am+1, b) =f (Z )\jaj, b) + )\m+1f(am+1, b)
j=1 j=1

Jj=1



Propiedades de las formas sesquilineales

Proposicién

Para cada m € N, cualesquiera a3, ap, . .
beH,

b,Z)\jaj- Z b aJ
j=1

.,am € H, cualesquiera A1, Ao, . .

.y Am € C y cualquier




Propiedades de las formas sesquilineales

Proposicién

Para cada m € N, cualesquiera az, ap, . .

.,am € H, cualesquiera A1, A2, ..., Ay, € C y cualquier
beH,

b,ZAjaj- = Z b aJ
Jj=1

Demostracidn: Se tiene por induccién sobre la definiciéon de forma sesquilineal.
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Proposicién
Para cada m, n € N, cualesquiera ay, ap, ..., am, b1, bo,

., by, € H, cualesquiera
AL, A2, oy Amy f1, 42, - - -, tm € C, entonces:

n

f (Z Ajaj, Zukbk) =Y > Njfkf(aj, b).
=i

j=1k=1




Propiedades de las formas sesquilineales

Proposicién

Para cada m, n € N, cualesquiera a1, as, ..., am, b1, bo, ..., b, € H, cualesquiera
AL, A2, oy Amy f1, 42, - - -, tm € C, entonces:

FLY Nap, Y b | =YD At (aj, br).
= =1

j=1k=1

Demostracion: Se tiene de las dos proposiciones anteriores.



La forma general de las formas sesquilineales en C”

Ejercicio
Sea f: C" x C" — C una forma sesquilineal.

Demostrar que existe una matriz A € M,(C) tal que

Vx,y € C" f(x,y) = y*Ax.




La forma general de las formas sesquilineales en C”

Ejercicio
Sea f: C" x C" — C una forma sesquilineal.

Demostrar que existe una matriz A € M,(C) tal que

Vx,y € C" f(x,y) = y*Ax.

Sugerencia. Expandir x, y en la base canénica de C":

fix,y)="f (Z??? ek, » 177 ej) =Y .
k=1 j=1

Jrk=1
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Propiedades de las formas sesquilineales

Proposicién
Sea A C H. Definimos el conjunto Sy := {b € H: Va € A, f(a,b) = 0}.

Entonces Sp es subespacio de H.

Demostracion:

Sean x1,x2 € Sa, A € C. Entonces
f(b,Xl + )\XQ) = f(b,Xl) +Xf(b,X2) =0.

Luego, x1 + Axa € Sa, por lo que Sa serd un subespacio de H.



Proposicién
Sean A, B C H. Como en la proposicién anterior, definimos los conjuntos S4 y Sg. Si A C B

entonces Sg C Sp.




Proposicién
Sean A, B C H. Como en la proposicién anterior, definimos los conjuntos Sa y Sg. Si AC B

entonces Sg C Sp.

Demostracion: Sea x € Sg, entonces Vb € B, se tiene f(b,x) = 0. Como A C B, se cumple

Vb e A, f(b,x)=0. Luego, Sg C Sa.



Propiedades de las formas sesquilineales

Proposicién

Sean meN, aj,a,...,am € H, A={(a1,a2,...,am), B={a1, a2,

.+.y3m}. Definimos Sp 'y
Sp como en la proposicién anterior. Entonces Sy = Sg.
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Proposicién

Sean meN, aj,a,...,am € H, A={(a1,32,...,am), B={a1,a,...,am}. Definimos Sp y

S como en la proposicién anterior. Entonces S4 = Sp.

Demostracion: La contencidon S, C Sg es inmediata, por la proposicién anterior.

Sea x € Sg, entonces Vk € {1,2,..., m}, f(ak,x)=0.
Sea v € A, entonces existen A1, A2, ..., Ay, tales que > }_; A\xax = v. Luego

f(v,x)="f <z”: )\kak,x> = z": Af(ak, x) = 0.
k=1

k=1

Como v € A fue arbitratio, tenemos Vv € A, f(a,x) = 0. Luego Sg C Sa.



	Definición de forma sesquilineal
	Propiedades elementales
	``Ortogonalidad'' respecto a una forma sesquilineal

