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Observacién: una base de Schauder no es un conjunto, es una sucesion.

El orden de los elementos puede ser importante (tarea pequefia).
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Sea X un espacio métrico (o topolégico).
Se dice que X es separable si existe A C X tal que A es numerable y clos(A) = X.



Espacios métricos separables (repaso)

Sea X un espacio métrico (o topoldgico).

Se dice que X es separable si existe A C X tal que A es numerable y clos(A) = X.

Proposicién (repaso)
Sea X un espacio métrico separable y sea Y C X.
Entonces Y es separable.
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Bases de Schauder y separabilidad

Proposicién
Sea V un espacio normado complejo que tiene una base de Schauder.
Entonces V es separable.

Un resultado similar se cumple también para espacios normados reales.
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Inicio de la demostracidn

Sea (ax)ken una base de Schauder en V.

Para cada men N,

Ly = {kaaki 51,---,§m€Q+iQ}-
k=1

Pongamos

D = U L.

meN

Mostremos que D es numerable y denso en V.
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Demostracion: D es numerable

Sabemos que (Q +iQ)™ es numerable.

m
T (Q+1Q)" = Ly Ti(€) = &kane
k=1
T es una funcién biyectiva, luego L,, es numerable.

D es numerable siendo una unién numerable de conjuntos numerables:

D= U L.

meN



Demostracion: D es denso en V

Sean v € V, £ > 0. Aproximamos v por una combinacién lineal finita de (ax)ken:

n
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Demostracion: D es denso en V

Sean v € V, £ > 0. Aproximamos v por una combinacién lineal finita de (ax)ken:

n
€
v —sn|| < 57 donde Sp = Z Ak ak-
k=1

n
Pongamos M := Z llak||. Elegimos &1,...,&n € Q +iQ tales que [, — Ai| < 57
k=1

n
w = Z Ekak.
k=1

n
€
Entonceswe D y |v—w| <|lv=si+]sn—y| < 5 + Z 1€k — Ml okl < e.
k=1
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P 1< p<—+oo

Proposicién

Sea p € [1,+00). Entonces (&))jen es una base de Schauder de ¢P.




P 1< p<+oo

Proposicién

Sea p € [1,+00). Entonces (€;)jen es una base de Schauder de ¢P.

Demostracién de la unicidad de descomposicion.

m
|x — Sm||[p =0, donde sp = Z AK€k
k=1

Sean x € P y A € CN tales que  lim |
m—o0

Fijamos g en N. Si m > g, entonces (X — Sm)g = Xg — Aq, ¥
m 1/p
xg = Aql < (Z!Xk—/\k\p> < [Ix = Sml[p-

k=1

Pasamos al limite cuando m — oo. Concluimos que A\g = Xxq.



Demostracion de la existencia.

Sea x € ¢P. Notemos que

o0
3 kP < 4o, lim Y [P =o0.

0o
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Demostracion de la existencia.

Sea x € ¢P. Notemos que

oo o0
Do bklP <4oo,  lim Y P =0.
k=1 k=m+1
Pongamos Ay := xi para cada k en N. Si m en N,
m 0 1< k< m;
Sm = Z)\jej:(xl,...,xm,0,0,0,...), (X—Sm)k: ’
Jj=1 X, k>m+1.
Entonces
. 1/p
Jim x —snllo= lim [ Y aP]  =o.

k=m+1



Ejercicio. Mostrar que (ex)ken es una base de Schauder de c.



Ejercicio. Mostrar que (ex)ken es una base de Schauder de c.

Ejercicio interesante. Encontrar una base de Schauder en c.



Los espacios LP(R) con 1 < p < 400 son separables

Mini-tarea.
Sea 1 < p < +o0. Demostrar que LP([0,1]) es separable.

Mini-tarea.
Sea 1 < p < +00. Demostrar que LP(R) es separable.
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Ejercicio.
Demostrar que C([0, 1]) es separable.



El espacio C([0,1]) es separable

Ejercicio.

Demostrar que C([0, 1]) es separable.

Sugerencia. Aqui no conocemos ninguna base de Schauder. Tenemos que usar otra idea.



El espacio C([0,1]) es separable

Ejercicio.
Demostrar que C([0, 1]) es separable.

Sugerencia. Aqui no conocemos ninguna base de Schauder. Tenemos que usar otra idea.

Aplicar el teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de funciones continuas por

polinomios.



El espacio C([0,1]) es separable

Ejercicio.
Demostrar que C([0, 1]) es separable.

Sugerencia. Aqui no conocemos ninguna base de Schauder. Tenemos que usar otra idea.

Aplicar el teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de funciones continuas por

polinomios.

Aproximar polinomios arbitrarios por polinomios con coeficientes del campo Q +iQ.
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© Espacios normados no separables



Repaso: espacios métricos no separables

Proposicién

Sea X un espacio métrico. Supongamos que existen § > 0 y un subconjunto A de X
tales que A infinito no numerable y

vabeA (atb = d(ab)>9).

Entonces X no es separable.
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Repaso: espacios métricos no separables

Proposicién

Sea X un espacio métrico. Supongamos que existen § > 0 y un subconjunto A de X
tales que A infinito no numerable y

vabeA (atb = d(ab)>9).

Entonces X no es separable.

Idea de demostracion.

Supongamos que X es separable. Entonces A es separable.

Sea D un subconjunto denso de A. Entonces D = A.
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El espacio /*° no es separable

Proposicién

£%° no es separable.

Idea de demostracion. Sea
A= {l1x: X CN}

A no es numerable. Mas ain, si X, Y CN, X # Y, entonces ||1x —1ly|lo = 1.

Corolario
£%° no tiene base de Schauder.




El espacio L*°([0, 1]) no es separable

Ejercicio.

Demostrar que L*°([0,1]) no es separable.



El espacio L*°([0, 1]) no es separable

Ejercicio.

Demostrar que L*°([0,1]) no es separable.

Sugerencia. Construir un conjunto A C L°°(]0, 1]) con las siguientes propiedades:

= A no es numerable;
= paracada f,gen Acon f # g,
If — &lloo > 1.
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