Anillos de conjuntos

Objetivos. Definir anillos y algebras de conjuntos. Describir de manera explicita el anillo
generado por un semianillo.

Requisitos. Operaciones con conjuntos, semianillo de conjuntos, o-algebras de conjuntos.

1 Definicién (anillo de conjuntos). Sea X un conjunto. Un conjunto A C 2% se llama
anillo de conjuntos sobre X si @ € A y A es cerrado bajo las operaciones de la unién de
dos conjuntos y la diferencia de dos conjuntos:

(1) o € A;
(2) para cualesquiera A, B € A, AU B € A;
(3) para cualesquiera A, B € A, A\ B € A.

2 Observacion. En vez de “anillo de conjuntos sobre X7, se dice brevemente “anillo de
conjuntos” o “anillo”.

3 Definicién (dlgebra de conjuntos). Un conjunto A se llama dlgebra de conjuntos sobre
X si A es un anillo de conjunto de conjuntos y X € A.

4 Proposicién. Sea X un conjunto y sea A un anillo de conjuntos sobre X. Entonces, A
es cerrado bajo la interseccion de dos conjuntos y la diferencia simétrica de dos conjuntos:

VA, BEA ANBeA;
VA, BecA AABcA.

Idea de demostracion.
ANB=A\(A\B), AAB=(A\B)U(B\A). ]

5 Proposicién. Sea X un conjunto y sea A C 2%. Supongamos que la coleccién A
contiene al conjunto vacio, es cerrada bajo la diferencia simétrica de dos conjuntos y es
cerrada bajo la interseccion de dos conjuntos:

(1) @ € A;

(2) para cualesquiera A,B € A, AANB € A;

(3) para cualesquiera A,B € A, ANB € A.
Entonces, A es un anillo de conjuntos.

Idea de demostracion.

AUB=(AAB)A(ANB), A\B=AA(ANB). O
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6 Ejercicio. Sea X un conjunto. Consideramos U, N, \, A como operaciones binarias
sobre 2%. Determinar, cuales dos estas operaciones parecen méas por sus propiedades a la
adicién y multiplicacién en Z.

= ;Cudl conjunto es el elemento neutro para la operacién U?
= Dado un conjunto A C X, jexiste B C X tal que AUB = @7

7 Ejemplo. Sea X = {0, 1,2}. La siguiente coleccién de conjuntos tiene & como uno de
sus elementos y es cerrada bajo U y N, pero no es un anillo.

A ={2.{0}.{0,1},{0,2},{0,1,2} }.
8 Ejercicio. Sea X un conjunto y sea A C 2% una coleccién de conjuntos tal que @ € A.
1. Supongamos que A es cerrada bajo U y A. jEs A un anillo de conjuntos?
2. Supongamos que A es cerrada bajo Ny \. {Es A un anillo de conjuntos?
3. Supongamos que A es cerrada bajo A y \. jEs A un anillo de conjuntos?
En caso de una respuesta negativa, hay que construir un contraejemplo.

9 Proposicién (interseccién de anillos es anillo). Sea ® un conjunto de anillos sobre un
conjunto X. Consideremos la interseccion de todos los elementos de A:

R = ﬂ b, esto es, R= ﬂ A,

Acd

esto es,

R={BCX: VAe® BeA}

Entonces, R es un anillo.

Parte de demostracion. Mostremos que R es cerrado bajo las diferencias. Sean P, Q) € R.
Mostremos que P\ Q € R.

Sea A € ®. Entonces, P, € A. Como A es un anillo, P\ @ € A.

Como A es un elemento arbitrario de A, hemos demostrado que P\ @ € R. n

10 Corolario. Sea € C 2%X. Denotemos por A a la interseccion de todos los anillos que
contienen a C. Entonces, A es un anillo. Mds aun, A es el anillo mds pequeno entre todos
los anillos que contienen a C. FEs decir, si B es un anillo sobre X y C C B, entonces

A C B.

11 Definicién (el anillo generado por un conjunto de conjuntos). Sea € C 2¥. La inter-
seccion de todos los anillos que contienen a C se llama el anillo generado por €. En otras
palabras, el anillo generado por € se define como NA, donde A es el conjunto de todos los
anillos sobre X que contienen a la coleccién C.
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Relacién con otras estructuras

12 Ejercicio. Sea X un conjunto y sea J una o-algebra sobre X. Demuestre que J es
un algebra (en particular, un anillo) sobre X.

13 Ejercicio. Sea X un conjunto. Demuestre que 2% es un algebra (en particular, un
anillo) sobre X.

14 Ejercicio (semianillo de conjuntos, repaso). Repasar la definicién de semianillo de
conjuntos.

15 Ejercicio. Sea A un anillo. Demostrar que A es un semianillo.

Descripcion del anillo generado por un semianillo

16 Teorema (descripcién del anillo generado por un semianillo). Sea 8 un semianillo
sobre X. Denotemos por A al conjunto de todos los subconjuntos de X que se pueden
escribir como uniones finitas disjuntas de elementos de S:

A= {BEQX: JneN dP,...,P, €8 disj. a pares, B = UPk}
k=1
Entonces, A es el anillo generado por 8.

Demostracion. A continuacion, escribimos los pasos principales de la demostracion. Hay
que hacer cada paso de manera detallada.

1. SiABe Ay AN B =, entonces AUB € A.

2.8ireN Ay,..., A, € Ay Ay,..., A, son disjuntos a pares, entonces U;Zl Aj e A
3. SiA,BeA, entonces ANB € A.

4. SireNy Ay,..., A, €A, entonces [];_, 4; € A.

5. Si P,@Q € 8, entonces P\ @ € A.

6. Si A, B € A, entonces A\ B € A.

7. Si A, B e A, entonces AUB € A.

8. A es un anillo.

9. Si B es un anillo sobre X tal que § C B, entonces A C B. n
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