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Objetivos.
= Definir anillos y algebras de conjuntos.
= Demostrar que la interseccién de anillos es un anillo.
= Definir el anillo generado por una coleccién de conjuntos.

= Describir de manera explicita el anillo generado por un semianillo.
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Prerrequisitos.
= Operaciones con conjuntos.
= Semianillos de conjuntos.
= ¢g-algebras de conjuntos.

= Propiedades de particiones de conjuntos.
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Anillo de conjuntos

Definicion

Sea X un conjunto y sea A C P(X).

Se dice que A es anillo de conjuntos sobre X, si:
1) 0 e A
2) VAL Be A AUBEeA;
3) VA Be A A\Be A

En vez de “anillo de conjuntos sobre X",

se dice brevemente “anillo de conjuntos” o “anillo”.
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Ejemplo trivial: el conjunto potencia

Sea X un conjunto.

Entonces, P(X) es un anillo sobre X.
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Ejemplo de un anillo

Sea X un conjunto.

A = el conjunto de todos los subconjuntos finitos de X.
Entonces, A es un anillo sobre X.
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Proposicién
Sea X un conjunto y sea .4 un anillo de conjuntos sobre X.
Entonces, A es cerrado bajo la interseccién de dos conjuntos

y la diferencia simétrica de dos conjuntos:

VA,Bec A AN B e A;
VA, Be A AABe A.
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Proposicién

Sea X un conjunto y sea A C P(X) tal que:

1) e A
2) VABe A AABe A
3) VA BeA ANBe A

Entonces, A es un anillo de conjuntos.
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Proposicién

Sea X un conjunto y sea A C P(X) tal que:
1) e A
2) VA LBe A AABEeA,
3) VA BEA ANBe A

Entonces, A es un anillo de conjuntos.

Idea de demostracion.

AUB = (AAB)A(ANB), A\B = AA(ANB).
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P(X) con la operacién binaria U no es un grupo

Sea X un conjunto.
Consideremos U como una operacién binaria en P(X).
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P(X) con la operacién binaria U no es un grupo

Sea X un conjunto.

Consideremos U como una operacién binaria en P(X).
Sabemos que U es asociativa y conmutativa.
Notemos que el conjunto vacio () es un elemento neutro para U:

VA€ P(X) Aub=A.

Mostrar que si A # (), entonces no existe B € P(X) tal que

AUB=0.
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Repaso: operacién xor y la diferencia simétrica

pOq

R|lR|lO|lO|T
= O|l=|O|Q

D
0
1
1
0

Ejercicio

Demostrar que

(A\B)U(B\A)={x: (xcA)a(xeB)}.
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P(X) con la operaciéon A es un grupo

1. Demostrar que A\ es asociativa:

VAB,CeP(X) (AAB)AC=AA(BAC).

2. Demostrar que A es conmutativa:
VA, B € P(X) AAB=BAC.
3. Demostrar que () es un elemento neutro para A:
VA € P(X) AAND=A.

4. Dado A en P(X), encontrar B en P(X) tal que AA B = ().
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P(X) con las operaciones Ay N

es un anillo en el sentido de algebra moderna

1. Demostrar la ley distributiva:

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

2. Demostrar que N es asociativa y conmutativa.

3. Demostrar que X es un elemento neutro para N.
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Algebra de conjuntos

Definicion
Sea X un conjunto y sea A C P(X).
Se dice que A es un algebra de conjuntos sobre X,

si A es un anillo de conjuntos y X € A.

13/17



Algebra de conjuntos, otra descripcion equivalente

Ejercicio
Sea X un conjunto y sea A C P(X).
Demuestre que A es un algebra de conjuntos sobre X
si, y solo si, A tiene las siguientes propiedades:
1) 0 e A,
2) VAe A X\AcA,
3) VAABe A AUBe A
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Algebra de conjuntos, otra descripcion equivalente

Ejercicio
Sea X un conjunto y sea A C P(X).
Demuestre que A es un algebra de conjuntos sobre X

si, y solo si, A tiene las siguientes propiedades:
1) D e A,
2) VAe A X\AcA,
3) VAABe A AUBe A

En otras palabras,
en vez de pedir que A sea cerrada bajo la diferencia y tenga elemento X,

se puede pedir que A sea cerrada bajo los complementos respecto a X.
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Ejemplo de una coleccién que no es anillo

Sean X ={0,1,2},

A= {0,{0},{0,1},{0,2},{0,1,2}}.

Muestre que A es cerrada bajo U y N, pero no es anillo.
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Relacién de anillos con otras estructuras

Sea X un conjunto y sea A C P(X).

1. Demuestre que si A es una o-algebra sobre X,

entonces A es un algebra sobre X'y, en particular, un anillo.

2. Demuestre que si A es un anillo, entonces A es un semianillo.
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Interseccion de anillos es un anillo

Proposicién
Sea X un conjunto y sea ® un conjunto de anillos sobre X.

Consideremos la interseccion de todos los elementos de &:

R = ﬂCD, esto es, R = n A,
Aed

esto es,

R:{ng; VAE BeA}.

Entonces, R es un anillo.

Demostracidn: ejercicio.
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