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Objetivo

Describir de manera explicita el anillo generado por un semianillo.



Prerrequisitos

= Anillos de conjuntos.
= Semianillos de conjuntos.

= Propiedades de particiones de conjuntos.



Anillo de conjuntos, repaso

Definicion
Sea X un conjunto y sea A C P(X).

Se dice que A es anillo de conjuntos sobre X, si:
1) 0 e A,
2) VAL Be A AUBEe A
3) VA,Be A A\BeA

Cuando X esta fijo, decimos simplemente “anillo de conjuntos”.



Ejemplo trivial: el conjunto potencia

Sea X un conjunto.

Entonces, P(X) es un anillo sobre X.



Algebra de conjuntos

Definicion
Sea X un conjunto y sea A C P(X).
Se dice que A es un algebra de conjuntos sobre X,

si A es un anillo de conjuntos y X € A.




Algebra de conjuntos, otra descripcion equivalente

Ejercicio
Sea X un conjunto y sea A C P(X).
Demuestre que A es un algebra de conjuntos sobre X
si, y solo si, A tiene las siguientes propiedades:
1) D e A,
2) VAe A X\AecA,
3) VA ,Be A AUBe A




Algebra de conjuntos, otra descripcion equivalente

Ejercicio

Sea X un conjunto y sea A C P(X).

Demuestre que A es un algebra de conjuntos sobre X
si, y solo si, A tiene las siguientes propiedades:

1) D e A,
2) VAe A X\Ac A,
3) VAABeA AUBEe A

En otras palabras,
en vez de pedir que A sea cerrada bajo la diferencia y tenga elemento X,

se puede pedir que A sea cerrada bajo los complementos respecto a X.



Interseccion de anillos es un anillo

Proposicién
Sea X un conjunto y sea ® un conjunto de anillos sobre X.

Consideremos la interseccién de todos los elementos de &:

R = ﬂd), esto es, R = ﬂ A,

Aecd

esto es,
R:{BgX: VAeE BeA}.

Entonces, R es un anillo.

Demostracion: ejercicio.



El anillo generado por una colecciéon de conjuntos

Sea X un conjunto y sea C C P(X).



El anillo generado por una colecciéon de conjuntos

Sea X un conjunto y sea C C P(X).

Consideremos el conjunto de todos los anillos que contienen a C:
¢ = {A CP(X): Aesunanillo A CC A}.
Sea R la interseccién de todos los anillos que contienen a C:

R = ﬂd), estoes, R = ﬂ A.
Aecd

Entonces, por la proposicién anterior, R es un anillo. Obviamente, C C R.
Por lo tanto, R € ®.

Por ser la interseccién de ®, R es el elemento minimo de ®.



El anillo generado por una colecciéon de conjuntos

Definicién
Sea X un conjunto y sea C C P(X).

Consideremos el conjunto de todos los anillos que contienen a C:
o= {A CP(X): Aesunanilo AN CC A}.

Sea
R = ﬂ d.

R se llama el anillo generado por C .




Ejemplo

Sea X un conjunto.

Consideremos las siguientes colecciones de subconjuntos de X:
c={0tu{ycx: Jaex v={a}},

A= {Y CX: Yes finito}.

Demuestre que A es el anillo generado por C.



Descripcion del anillo generado por un semianillo

Teorema
Sea S un semianillo sobre X.

Denotemos por A al conjunto de todos los subconjuntos de X que se pueden

escribir como uniones finitas disjuntas de elementos de S:
A::{BGP(X): dmeN 3Py,...,PnreS
Pi1,...,Pn son disjuntos a pares A B= U Pk}.

k=1

Entonces, A es el anillo generado por S.




Plan de demostracién

1. SiAABe Ay AnNB =), entonces AUB € A.

2.SireN, Ay,...,A, € Ay Aq,..., A, son disjuntos a pares,
entonces |J;_; Aj € A.

Si A,B e A, entonces AN B € A.

SireNyA;,...,A € A, entonces ﬂle Aj e A

Si P,Q €S, entonces P\ Q € A.

Si A,B € A, entonces A\ B € A.

Si A B e A, entonces AUB € A.

A es un anillo sobre X.

Si H es un anillo sobre X tal que S C H, entonces A C H.
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