Representacion de funcionales lineales acotados
en espacios de Hilbert (teorema de Fréchet—Riesz)

Agradezco a varios estudiantes y colegas que me ayudaron a mejorar la explicacién de
este tema: Roberto Moisés Barrera Castelan, Iris Paola Lozano Vite.

1 Proposicién. Sea H un espacio de Hilbert y sea a € H. Definimos p,: H — C
mediante la regla

va(r) = (7,0).
Entonces, ¢, € H* y ||¢al| = ||al|. Mds ain,
a € (ker(pa)™,  @ala) = [laf*. (1)
Demostracion. Demostracion: ejercicio simple. O]

2 Observacién. Algunos autores utilizan la notaciéon a* en vez de ¢,. Algunos autores
utilizan la notacién “bra” de Dirac: (al, si el producto interno se denota por (:|-) y es
lineal respecto al segundo argumento.

3 Lema. Sean ¢ € H* y a € H tales que

a € (ker(y)™,  v(a) = [lal.
Entonces, ¥ = ¢,.

Demostracion. Sea x € H. Pongamos

_ (@)
M )
Entonces, @)
=Y(z _¢ ¢ a
Yla = Aa) = Y(a) ~ 50(a) =0,

asf que z — A\a € S. Luego, como a € S+, obtenemos
(x — Aa,a) = 0.
Por lo tanto,

0= (z—Aa,a) = (z,a) = Mla|* = (z,a) — \p(a) = (z,a) — ¥(z) = a(z) = P(2).

Concluimos que ¥(z) = p,(x). O
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4 Observaciéon. En la situacion del Lema 3,
H = ker(¢) @ (Ca).
En efecto, en la demostraciéon del Lema 3 obtuvimos la descomposicién (z — Aa) + Aa.

5 Lema. Sea H un espacio de Hilbert y sea S un subespacio cerrado de H tal que S # H.
Entonces, existe h en H tal que h € St y ||h]| = 1.

Primera demostracion. Sea v € H \ S. Usando el teorema sobre la descomposicién orto-
gonal, descomponemos v en la suma v = u + w, donde v € S, w € S*+. Como v ¢ S,
tenemos que w # Og. Definimos h como

1
h=—w.
]l
Luego ||h|| = 1. Como S* es un subespacio de H, tenemos que h € S*. O

Sequnda demostracion. Por el teorema de sobre la descomposicién ortogonal, H = S@S+.
En particular, H = S + S*. Si S+ = {0y}, entonces H = S, lo que contradice a la
suposicién. Por lo tanto, S+ # {0y}. Elegimos v € S+ \ {0x}. Definimos h = w/|jw||,
como en la primera demostracion. O

6 Teorema (teorema de Fréchet—Riesz sobre la representacién de los funcionales lineales
acotados en un espacio de Hilbert). Sea H un espacio de Hilbert y sea v € H*. Entonces,
existe un unico vector a en H tal que

Ve e H Y(z) = (x,a).

Demostracion. Unicidad. Si a,b € H y ¢(z) = (x,a) = (x,b) para cada x en H, entonces
a—be H ={0g}ya=0.

Existencia. Si 1 es el funcional cero, es decir, 1y = Og+, entonces ponemos a = Og.

Consideremos el caso ¢ # 0g«. Denotemos ker(¢)) por S. Como v es un funcional lineal
acotado, S es un subespacio cerrado de H. Como ¢ # Og+, S # H. Aplicamos el Lema 5 y
encontramos h en S+ tal que ||h|| = 1. Construimos el vector a como el siguiente miltiplo
del vector h:

a=(h)h.
Entonces, a € S+ y
Y(a) = [Y(h)|* = [|all*.
Por el Lema 3, ¥ = ¢,. O
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La parte mas interesante en el Teorema 6 es la existencia del vector a en el caso cuando
el funcional 1 es distinto de cero. Nosotros dividimos la demostracién de esta parte en los
Lemas 5 y 3, por eso la demostracion del teorema salié tan breve.

7 Corolario (sobre la correspondencia canonica entre el espacio de Hilbert y su dual). Sea
H un espacio de Hilbert. Definimos ®: H — H* mediante la regla ®(a) = p,. Entonces
la funcion ® es biyectiva, adivita, lineal conjungada e isométrica.

Demostracion. La mayoria de las afirmaciones ya estda demostrada. En particular, la pro-

piedad biyectiva de ® es el Teorema 6. Se deja como ejercicio la demostracién de la
propiedad lineal conjugada de ®:

d(éa+b) = ED(a) + P(b) (a,b€e H, £€C). O

8 Problema (sobre el bidual del espacio de Hilbert). Sea H un espacio de Hilbert.
Definimos A: H — H** mediante la regla

Demostrar que A es un isomorfismo isométrico. Sugerencias. Ya sabemos que en cualquier
espacio normado la funciéon A es una isometria lineal. Falta mostrar que A es suprayectiva.
Se recomienda el siguiente plan.

» Mostrar que la funcién (@q, @) g+ == (b, a) es un producto interno en H*.

» Mostrar que la norma inducida por el producto interno (-, -) g+ es la norma estandar
en el espacio dual H*.

= Mostrar que H* es un espacio de Hilbert.

= Dado un elemento g de H**, aplicar el teorema de Fréchet—Riesz al espacio H* y
encontrar 1) en H* tal que

vee H  g(&) = (&, ¥)n-

= Aplicar el teorema de Fréchet—Riesz en el espacio H y encontrar a en H tal que

g=A\(a).
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