Funciones medibles reales y complejas

Objetivos. Estudiar funciones medibles con valores reales y con valores complejos.

Requisitos. o-algebras, la preimagen de un conjunto bajo una funcién, funciones medibles
con valores en un espacio topoldgico, la o-algebra de Borel de R esta generada por los
rayos derechos; la o-algebra de Borel de R estd generada por los rayos derechos, todo
conjunto abierto en R? es una unién numerable de rectdngulos abiertos.

Medibilidad de funciones con valores reales

1 Proposicién (la o-algebra de Borel de R estd generada por los rayos derechos, repaso).
La o-dlgebra By estd generada por {(a,+00): a € R}.

2 Proposicién (criterio de medibilidad de una funcién real). Sea (X,F) un espacio
medible y sea f: X — R. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ es F-medible.
(b) para todo a € R, f~[(a,+0)] € F.

3 Proposicién (la o-algebra de Borel de R esté generada por los rayos derechos, repaso).
La o-dlgebra de Borel By estd generada por

{(a,+00]: a € R}.

4 Proposicién (criterio de medibilidad de una funcién con valores en el eje extendido).
Sea (X, F) un espacio medible y sea f: X — R. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) [ es F-medible.
(b) para todo a en R, f~(a,+oc]] € F.

5 Proposicién (cada conjunto abierto en el plano es una unién numerable de rectangulos
abiertos, repaso). Sea A un conjunto abierto en R*, A # &. Entonces existe una sucesion

de rectdngulos abiertos ((ak, br) X (Ck’dk))keN tal que

A = U (ak,bk) X (Ck,dk).

keN
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6 Teorema (sobre la composicién de dos funciones medibles con una funcién continua
de dos argumentos). Sea (X,F) un espacio medible, sean f,g € M(X,F,R), sea Y un
espacio topoldgico y sea ® € C(R?,Y). Definimos

h: X =Y, h(z) = ®(f(x),9()),
Entonces h € M(X,J,Y).

Demostracion. Sea B un conjunto abierto arbitrario en Y. Tenemos por demostrar que
el conjunto C' := h™1[B] es F-medible.

Pongamos A := ®~1[B]. Como ® es continua, A es abierto en R?. Por el lema existe
una sucesion de rectangulos ((an, by) X (Cp, aln))neN tal que

A= U(an,bn) X (Cn, dp).

neN

Consideremos el conjunto C":
C= {x € X: d(f(z),g(x)) € B} - {x € X: (f(z),9(x)) € A}
{oeX: (f(@)9(@)) € (@ br) x (en,dn) }

neN

reX: IneN (f(x),g(x)) € (an,b,) x (Cmdn)}

(€ X: (f(2), 9(2)) € (an ba) X (cn, )}
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Hemos demostrado que

0= (F ' llan b)) N g™ (e, )] ). M

neN

Las funciones f y g son F-medibles y los conjuntos (a,,b,), (¢,,d,) son de Borel, por lo
tanto sus preimagenes son F-medibles:

F(an, b)) €F, g (e, dy)] € F.

Ahora de la representacion (1) se sigue que C' € F. ]
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Medibilidad de funciones con valores complejos

Suponemos que (X, F) es un espacio medible.

7 Proposicién (criterio de medibilidad de una funcién compleja). Sea f: X — C. En-
tonces f es F-medible si y sélo si su parte real Re(f) y su parte imaginaria Im(f) ambas
son F-medibles.

8 Ejercicio (el valor absoluto de una funcién compleja medible es medible). Sea f €
M(X,F,C). Demostrar que es medible la funcién | f], definida mediante le siguiente regla:

|fl(z) =[f(z)] VzeX.

9 Ejercicio (la descomposicién polar de una funcién compleja medible). Sea f € M(X,F,C).
Demostrar que existe g € M(X,F,C) tal que |g| =1y f = g|f|

Operaciones aritméticas con funciones medibles

Suponemos que (X, F) es un espacio medible.

10 Proposicién (la continuidad de la adicién de nimeros reales). Sea ®: R? — R,
®(u,v) == u+v. Entonces ® € C(R* R).

11 Proposicién (la continuidad de la adicién de ntimeros reales). Sea ¥: R? — R,
U (u,v) == uv. Entonces ¥ € C(R?,R).

12 Ejercicio. Demostrar las dos proposiciones anteriores. Indicacién. Sean a,b € R,
¢ > 0. Hay que construir § > 0 tal que para cualesquiera z,y en R con

w—al <8 ly—b <o
se cumpla la desigualdad |ry — ab| < e.

13 Proposicién (la suma y el producto de dos funciones reales medibles son medibles).
Sean f,g € M(X,F,R). Entonces f +g € M(X,F,R) y fg € M(X,F,R).

Demostracion. Aplicar el Teorema 6 con ®(u,v) = u + v, luego con ®(u,v) = uv. O

14 Proposicién (la suma y el producto de dos funciones complejas medibles son medi-
bles). Sean f,g: X — R funciones F-medibles. Entonces f + g y fg son F-medibles.
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El supremo y el infimo de funciones medibles

15 Proposicién (el supremo de una sucesién de funciones medibles). Sea (fy)nen una
sucesion en M(X,F,R). Definimos g: X — R,

g(x) = sup fn(x) (x € X).

neN
Entonces g € M(X,F,R).

Idea de la demostracion. Para todo a en R y todo x en X,

g(x) >a = neN f.(x)>a.
Por lo tanto,
g '[(a, +o0]] U (@, 4+o0]] O]
neN

16 Ejercicio. Enunciar y demostrar una proposicién similar para el infimo de una suce-
sion de funciones medibles.

17 Corolario (el maximo y el minimo de dos funciones medibles). Sean f,g: X — R
funciones F-medibles. Entonces las funciones u,v: X — R, definidas como

u(z) = max{f(z),g(x)},  v(r)=min{f(z) g(z)},

son F-medibles.

La parte positiva y la parte negativa

18 Definicién (la parte positiva y la parte negativa de niumeros reales). Definimos
P:R —[0,400), N: R — [0,400),

P(t) = {t’ £=0, N(t) = {0’ 20,

0, t<0; —t, t<0.
19 Ejercicio. Demostrar que las funciones P y N son continuas, y para cualquier £ en R
P(t)=N(t)=t,  P(t)+N(t) =,

|t| + ¢
2 b

Ny = M=t

P(t) = >

Demostrar que para cualquier ¢ en R,

P(t) = max{t, 0}, N(t) = max{—t,0}.
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20 Definicién (la parte positiva y la parte negativa de una funcién). Sea f: X — R.
Entonces la parte positiva y la parte negativa de f se definen mediante las siguientes
reglas:

21 Ejercicio. Demostrar que

file) = max{f(2),0},  f-(x) = max{—f(x),0}.

22 Ejercicio. Sea f: X — R. Demostrar que

f=rn—-r |fl=f++ f- f+=

23 Corolario (la parte positiva y parte negativa de una funcién medible). Sea f €
M(X,F,R). Entonces fi, f- € M(X,T,[0,4+00)).

Limites de funciones medibles

24 Proposicién (el limite superior y limite inferior de una sucesién de funciones medi-
bles). Sea (fn)nen una sucesion en M(X,F,R). Entonces las funciones g y h definidas
mediante

g(x) =limsup f,(z), h(xz) = liminf f,(z) (r € X)

n—oo n—oo

también son F-medibles.

25 Corolario (el limite puntual de una sucesién de funciones medibles es medible). Sea

(fu)nen una sucesion de funciones F-medibles reales o complejas. Supongamos que para

todo x € X existe lim f,(x). Lo denotemos por g(x). Entonces la funcion g es F-medible.
n—oo
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