Espacio cociente de un espacio normado

1 Proposicién (relacién de equivalencia inducida por un subespacio). Sea V' un espacio
vectorial y sea W un subespacio de V. Entonces la siguiente relacion binaria es una
relacion de equivalencia:

T~y = r—yecW

2 Proposicién (las operaciones lineales y la relacién de equivalencia). Sea V' un espacio
vectorial y sea W un subespacio de V. Definimos ~ como en la proposicion anterior.
Entonces las operaciones lineales son congruentes con ~, en el sentido que si x1 ~ T,
Y1 ~ Yo, entonces x1 + Y1 ~ To + Y2, Y AT ~ Axs.

3 Definicién. Sea V un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. El espacio co-
ciente V/W se define como el conjunto de las clases de equivalencia respecto a la relacién
definida en la Proposicién 1. Las operaciones vectoriales en V/W se definen mediante
representantes:

(x4+W)+ (y+W) = (x+y)+W, Mz + W)= (\x)+ W.
Por la Proposicién 2, esta definicion es consistente.

4 Proposicién (espacio cociente de un espacio normado). Sea V' un espacio normado y
sea W un subespacio cerrado de V. Entonces la funcion, definida mediante la siquiente
formaula, es una norma en V/W :

1Allvyw = fnf [|zfly-
La funcion m: V. — V/W, n(z) =z + W, es continua.

Demostracion. Demostremos la propiedad subaditiva de || - v w. Sean Ay, Ay € V/W.
Entonces para cualesquiera u en Ay y v en A, tenemos u + v € Ay + A, luego

A1 + Asllvyw < [lu+vllv < flullv + [Jv]lv.

Pasando al infimo sobre u en A; y v en Ay, obtenemos ||A; + Asllvyw < || Aillvyw +

| Az lvyw

La continuidad de 7 se sigue de la desigualdad ||7(x)||vw < ||z|v. O

5 Proposicidn (espacio cociente de un espacio de Banach). Sea V' un espacio de Banach
y sea W un subespacio cerrado de V. Entonces V/W es un espacio de Banach.
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Demostracion. Sea (Ag)ren una sucesion en V/W tal que

Z||Ak|| < +o0.

keN

Usando la definicién de la norma en V/W, para cada k en N encontramos zj en Aj tal
que ||zg| < || Agllvw + 27", Entonces

Sl <3 I Asllvw + 327 < oo

keN keN keN

Como V' es de Banach, la serie ), _ z; converge a un vector que denotemos por y. Luego
para cada n en N tenemos que »_;'_, x5 —y es un elemento de la clase >~} _; A, — (y+ W),

asi que
ZAk—(y+W) < Zxk—y :
k=1 V/W k=1
Esto implica que lim,, oo >y, Ay =y + W. ]
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