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La definicién principal y objetivos del tema

Sea V un espacio vectorial complejo.

Definicién

Dada una funcién sesquilineal f: V2 — C, definimos gf: V — C,

q(x) = f(x,x).

Objetivos del tema:
= conocer algunos ejemplos;

= estudiar algunas propiedades elementales de gr.



Aplicaciones

Propiedades del producto interno y de la norma asociada al producto interno.

Propiedades de matrices.

En particular, propiedades de matrices autoadjuntas (= hermiticas).

Propiedades de operadores lineales acotados en espacios de Hilbert.

En particular, propiedades de los operadores autoadjuntos (= hermiticos).



Prerrequisitos

= Formas sesquilineales.
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Ejemplo: la forma cuadratica asociada a una matriz cuadrada

Sea A € M,(C). Definimos f: V? — C,

f(x,y) =y Ax,
donde y* es el vector transpuesto conjugado:

y =7, Tl

Entonces gr(x) = x*Ax. Escribir gf(x) mediante una suma doble, en términos de las
componentes de Ay x.



Ejemplo: la forma cuadratica asociada a una matriz diagonal

Sea a € C". Consideramos la matriz diagonal

D = diag(a) = [ajfsj,k];,k:l‘



Ejemplo: la forma cuadratica asociada a una matriz diagonal

Sea a € C". Consideramos la matriz diagonal
D = diag(a) = [a;0; 4]

n
jok=1"

Le asociamos la forma sesquilineal f(x,y) := y*Dx y luego la forma cuadratica gr(x) = x*Dx.



Ejemplo: la forma cuadratica asociada a una matriz diagonal

Sea a € C". Consideramos la matriz diagonal

D = diag(a) = [3j5j,k]jn,k:1‘

Le asociamos la forma sesquilineal f(x,y) := y*Dx y luego la forma cuadratica gr(x) = x*Dx.

Es facil ver que en este ejemplo
n

ar(x) =Y ajlxi|*.

k=1
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Propiedades elementales de las formas cuadraticas

En las siguientes proposiciones suponemos que f: V2 — C es una forma sesquilineal.
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Propiedades elementales de las formas cuadraticas

En las siguientes proposiciones suponemos que f: V2 — C es una forma sesquilineal.
Denotamos por g la forma cuadratica asociada a f.

Tratamos f como una funcién fija, por eso usamos la notacion simplificada g en vez de la

notacién mas precisa gr.
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La forma cuadratica es absolutamente homogénea de orden 2

Proposicién

Para cada aen V y cada A en C,

g(Aa) = |\*q(a).

Demostracion.

g(Aa) = f(Ma,A\a) = A\ f(a,a) =



La forma cuadratica es absolutamente homogénea de orden 2

Proposicién

Para cada aen V y cada A en C,

g(Aa) = |\*q(a).

Demostracion.

g(Aa) = f(Aa,\a) = AN f(a,a) = | A2 q(a).



La forma cuadratica evaluada en el vector opuesto

Proposicién
Para cada aen V,
q(—a) = q(a).
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La forma cuadratica evaluada en el vector opuesto

Proposicién
Para cada aen V,
q(—a) = q(a).

Demostracién.
Aplicar la proposicién anterior con A = —1.



La forma cuadratica evaluada en la suma de dos vectores
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Proposicién
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Proposicién

Para cualesquiera a, b en V,

q(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).
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La forma cuadratica evaluada en la suma de dos vectores

Proposicién

Para cualesquiera a, b en V,

q(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Demostracion.

qgla+b)="f(a+b,a+b)=1f(a,a+ b)+ f(b,a+b)

= f(a,a) + f(a, b) + f(b,a) + f(b, b)



La forma cuadratica evaluada en la suma de dos vectores

Proposicién

Para cualesquiera a, b en V,

q(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Demostracion.

qgla+b)="f(a+b,a+b)=1f(a,a+ b)+ f(b,a+b)

f(a,a)+ f(a,b) + f(b,a) + f(b, b)

= q(a) + f(a,b) + f(b,a) + q(b).



La identidad de Pitagoras para formas sesquilineales

Proposicién
Sean a, b € V tales que f(a,b) =0y f(b,a) = 0. Entonces

q(a+b) = q(a) + q(b).
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La identidad de Pitagoras para formas sesquilineales

Proposicién

Sean a, b € V tales que f(a,b) =0y f(b,a) = 0. Entonces

q(a+ b) = q(a) + q(b).

Demostracion.Se sigue de la proposicion anterior:

qg(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) +q(b).
5 %



La identidad del paralelogramo para las formas sesquilineales

Proposicién

Para cualesquiera a, b en V,

q(a+ b) + q(a — b) = 2(q(a) + q(b)).




Demostracién de la identidad del paralelogramo

Recordamos la férmula para g(a + b):

q(a+b)
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Demostracién de la identidad del paralelogramo
Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).
Sustituimos —b en vez de b:

q(a—b)



Demostracién de la identidad del paralelogramo
Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).
Sustituimos —b en vez de b:

q(a—b) =



Demostracién de la identidad del paralelogramo
Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).
Sustituimos —b en vez de b:

a(a— b) = q(a) — F(a,b) — F(b,a) + q(b).



Demostracién de la identidad del paralelogramo
Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Sustituimos —b en vez de b:
q(a—b) = q(a) — f(a, b) — f(b,a) + q(b).
Finalmente, sumamos estas dos igualdades:

g(a+ b) + q(a— b)



Demostracién de la identidad del paralelogramo

Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).
Sustituimos —b en vez de b:

g(a— b) = q(a) — f(a, b) — £(b, a) + q(b).
Finalmente, sumamos estas dos igualdades:

a(a+ b) +q(a— b) =



Demostracién de la identidad del paralelogramo
Recordamos la férmula para g(a + b):

g(a+ b) = q(a) + f(a, b) + f(b, a) + q(b).

Sustituimos —b en vez de b:
q(a—b) = q(a) — f(a, b) — f(b,a) + q(b).
Finalmente, sumamos estas dos igualdades:

q(a+ b) + q(a — b) = 2q(a) + 2q(b).
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Ejemplo de funcién que no es forma cuadratica

Definimos h: C2 — C,
h(x) == x3 + x3.

= Encontrar x,y en C? tales que

h(x +y) + h(x —y) # 2(h(x) + h(y)).

= Encontrar x en C% y X en C tales que

h(Ax) # [\?h(x).

= Usando alguno de los incisos anteriores mostrar que h no es forma cuadrética.
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El espacio vectorial de las formas cuadraticas

Ejercicio. Denotemos por F al conjunto de las formas sesquilineales.

. . 2
Demostrar que F es un subespacio vectorial de C~.

Denotemos por @ al conjunto de las funciones V — C que se pueden representar como formas
cuadraticas:

Q:={gecCY: 3IFfcF g=qf}.

Demostrar que @ es un espacio vectorial.
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