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Objetivos.
» Estudiar la definicién del espacio pseudométrico.

= Estudiar la construccién de un espacio métrico a partir de un espacio pseudométrico.

Prerrequisitos.
= Espacios métricos.

= Relaciones de equivalencia y clases de equivalencia.



Definicion
Sea X un conjunto y sea d: X x X — [0, +00) una funcién.
Se dice que d es una pseudodistancia en X, si se tienen las siguientes propiedades.

(D1) Desigualdad del triangulo:
Vx,y,z € X d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y).

(D2) Propiedad simétrica:
Vx,y € X d(x,y)=d(y,x).

(D3) Para cada x en X, d(x,x)=0.
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Se dice que d es una pseudodistancia en X, si se tienen las siguientes propiedades.

(D1) Desigualdad del triangulo:
Vx,y,z € X d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y).

(D2) Propiedad simétrica:
Vx,y € X d(x,y)=d(y,x).

(D3) Para cada x en X, d(x,x)=0.

A diferencia de la definicién de distancia, ahora no exigimos la separacién de puntos.
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Espacio pseudométrico

En vez de la palabra “pseudodistancia”, se usa también la palabra “pseudométrica”.

Definicién
Sea X un conjunto y sea d una pseudodistancia en X.

Entonces se dice que (X, d) es un espacio pseudométrico .




Ejemplo

Sea X = R2. Definimos f: X? — [0, +00),
f(a, b) = |31 — b1|.

Entonces f es una pseudodistancia en R2.
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Algunas propiedades
En espacios pseudométricos se cumplen algunas propiedades de espacios métricos.

Proposicién (la desigualdad poligonal)

Sea (X, d) un espacio pseudométrico, sea m € Ny sea xi, ..., Xy una lista de puntos en X.
Entonces
m—1
d(Xl,Xm) < Z d(Xk7Xk+1)'
k=1

Proposicién (la desigualdad invertida del triangulo)

Sea (X, d) un espacio pseudométrica y sean a, b, c € X. Entonces

|d(a, b) — d(a,c)|< d(b,c).




La desigualdad de cuadrilatero

Proposicién

Sea (X, d) un espacio pseudométrico y sean aj, a2, as, as € X. Entonces

|d(a1, a2) — d(as, as)| < d(a1, a3) + d(az, as).
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t = d(a1, a2) — d(as, as), s = d(a1, a3) + d(az, as).
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Demostracion

t = d(a1, a2) — d(as, as), s = d(a1, a3) + d(az, as).

1. Por la desigualdad poligonal y la propiedad simétrica,

d(a1,a2) < d(a1,a3) + d(as3, as) + d(aa, a2), por eso t <s.
——
d(a2,a4)
2. Por la desigualdad poligonal y la propiedad simétrica,

d(as,as) < d(as,a1)+d(a1,a2) + d(az, asz), por eso —t<s.
———
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Demostracion

t = d(a1, a2) — d(as, as), s = d(a1, a3) + d(az, as).

1. Por la desigualdad poligonal y la propiedad simétrica,
d(a1, a2) < d(a1, a3) + d(as, as) + d(as, 22), por eso
——
d(a2,a4)
2. Por la desigualdad poligonal y la propiedad simétrica,
d(a3, as) < d(as, a1) +d(a1, a2) + d(az, as), por eso
——
d(al,a3)

De 1y 2 concluimos que  |t| <'s.



Construccion de un espacio métrico a partir de un espacio pseudométrico

Proposicién
Sea (X, d) un espacio pseudométrico.
1. Definimos en X una relacién binaria: a~b <= d(a,b)=0.
~ es una relacién de equivalencia.
Paracada aen X, [a] = {be X: b~ a}.
Y = {[a]: a€ X}.
Y es una particién de X.
Si ay ~ ap, by ~ by, entonces d(a1, b1) = d(az, bo).
Definimos p: Y x Y — [0,400), p([a],[b]) = d(a,b).

© N o a & W

(Y, p) es un espacio métrico.
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Sean ay, ap, b1, by € X tales que
ap ~ az, b1 ~ bo.
Entonces, por la desigualdad del cuadrilatero,
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Demostracién: d no se cambia al pasar a elementos equivalentes

Sean ay, ap, b1, by € X tales que
ap ~ az, b1 ~ bo.
Entonces, por la desigualdad del cuadrilatero,

|d(al, bl) — d(az, b2)| < d(al, 32) + d(bl7 bz) =0.

Hemos mostrado que

d(al, b1) = d(32, bz).



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:

p(lal, [b]) = d(a,b).



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B,C €Y.



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B,C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C.



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C)



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C) =



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C) =d(x,z)



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, €)= d(x,2) <



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A,C) =d(x,z) < d(x,y)+ d(y,z)



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C) =d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) =



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C) = d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) = p(A, B) + p(B, C).



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
Sean A,B, C € Y. Encontramos x € A, y € B, z € C. Entonces

p(A, C) = d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) = p(A, B) + p(B, C).

De manera similar: p es simétrica.



Demostracién: definicién y propiedades de p

Por la parte anterior de la demostracién, la definicion de p es consistente:
p(lal, [B]) = d(a,b).

Verifiquemos la desigualdad del tridngulo para p.
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De manera similar: p(A, A) = 0 para cada Aen Y.
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p es una distancia

Sean A, B € Y tales que p(A, B) = 0.
Sean x € A, y € B.

Entonces

d(x,y) = p(A, B) = 0.

Por lo tanto, x ~ y.

Concluimos que A= [x] =[y] = B.



