Espacios pseudométricos

1 Definicién. Sea X un conjunto y sea d: X x X — [0,+00) una funcién. Se dice que
d es una pseudodistancia en X,y que (X,d) es un espacio pseudométrico, si la funcién d
tiene las siguientes propiedades.

(D1) La desigualdad del tridngulo:

Va,b,c € X d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b).

(D2) La propiedad simétrica:

Va,be X d(b,a) = d(a,b).
(D3) Para cada a en X, d(a,a) = 0.

En vez de la palabra “pseudodistancia”, algunos autores usan la palabra “pseudométri-

7

ca .

A diferencia de espacios métricos, aqui no pedimos que el nimero d(a, b) sea estrictamente
positivo para a # b.

Los espacios pseudométricos comparten muchas propiedades con espacios métricos.

2 Proposicién (la desigualdad invertida del tridngulo). Sea (X,d) un espacio pseu-
dométrico. Sean a,b,c € X. Entonces

’d<a7 b) - d(aa C)’ < d(b7 C)' (1)
3 Ejercicio. Demostrar la Proposicion 2.

4 Proposicién (la desigualdad del cuadrildtero). Sea (X, d) un espacio pseudométrico.
Sean ai,as,as,a, € X. Entonces

|d(ay,as) — d(as,aq)| < d(ay,a3) + d(az, ay). (2)
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Demostracion. De las desigualdades

d(ay,as) < d(ay,a3) + d(as, as) + d(ay, az)

d(as,ay) < d(ag,ar) + d(ay,as) + d(az, ay)

obtenemos que
—(d(a1,a3) + d(ag, as)) < d(ay, az) — d(as, as) < d(a1,as) + d(az, as).

La tltima desigualdad doble es equivalente a (2). O

5 Proposicién (construccién de un espacio métrico a partir de un espacio pseudométri-
co). Sea (X, d) un espacio pseudométrico.

1. Definimos una relacion binaria en X mediante la siguiente regla:
T~y — d(z,y) = 0.
Entonces esta relacion binaria es una relacion de equivalencia.

2. Para cada x en X denotemos su clase de equivalencia por [x]. Denotemos porY al
conjunto de las clases de equivalencia:

Vi={[z]: zeX}={ACX: TzeX A=z}

8. Sixy ~ g, Y1 ~ Yo, entonces d(x1,y1) = d(z2,2).

4. Definimos p: Y xY — [0,400) mediante la regla

p([x], [y]) = d(z,y).

El inciso 3 justifica que esta definicion es consistente.
5. p es una métrica.

Demostracion. 1. Si x € X, entonces d(x,z) =0y x ~ x. Si z,y € X tales que x ~ y,
entonces d(y, x) = d(z,y) = 0, luego y ~ x. Si z,y, z € X tales que  ~ y, y ~ z, entonces

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) =0,

luego = ~ z.
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3. Sean 1, T2, Yy1,y2 € X tales que x1 ~ x5, Y1 ~ y2. Entonces por la Proposicion 4
|d(z1,y1) — d(w2, y2)| < d(@1,22) + d(y1,92) =0,

asi que d(xy1,y1) = d(x2, ya).

4. El inciso 2 garantiza que la definicion de p es consistente.

5. Verifiquemos que p es una distancia. Probemos que p satisface la desigualdad del
tridngulo. Sean A, B,C € Y. Encontramos z,y,z € X tales que A = [z], B = [y],
C' = [z]. Entonces

p(A,C) = d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) = p(A, B) + p(B, C).

De manera similar se muestra que la funcién p es simétrica y que p(A, A) = 0 para cada
AenY. Sean A, B €Y tales que p(A, B) = 0. Encontramos z,y € X tales que A = [z],
B = [y]. Entonces d(z,y) = 0, luego A = [z] = [y] = B. O
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