Propiedades de bolas en espacios normados

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de bolas en espacios normados:
= demostrar que cada bola es convexa;
= enunciar una férmula para el didmetro de la bola;
= encontrar una condicion necesaria y suficiente para que dos bolas sean disjuntas;

= encontrar una condicién necesaria y suficiente para que una bola esté contenida en
otra.

Prerrequisitos. Norma, bolas en espacios métricos, combinaciones convexas, conjuntos
CONVexos.

Dados a en V' y r > 0, denotamos por B(a,r) la bola con centro en a de radio r:
B(a,r)={veV: da,v)<r}={veV: |lv—aqal <r}.

Ya sabemos (por la teorfa elemental de espacios métricos) que B(a,r) es un conjunto
abierto.

En general, cuando trabajamos en un espacio métrico, podemos afirmar que a € B(a,r).
En espacios normados tenemos una receta mas interesante para construir puntos de

B(a,r).

1 Proposicién. Seana €V, r >0, u €V \ {0y}, A > 0. Entonces

a+ Au € Bla,r) = )\<ﬁ.

Demostracion. En efecto, la desigualdad ||(a+Au)—a|| < r es equivalente a la desigualdad
A< O

llall

2 Proposicién. Sea V' un espacio vectorial complejo normado, V' # {0y }. Sean a € V,
r > 0. Entonces
diam(B(a,r)) = 2r.
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Idea de demostracion. Usar la Proposicion 1. O]

3 Proposicién. Sean a € V', r > 0. Entonces la bola B(a,r) es conveza.

Demostracion. Sean v,w € B(a,r), A € [0,1]. Entonces
(1 =X+ Aw —al| = [(1 = M) (v = a) + Aw = a)|
<(A=N|v—al| +A|w—a|]| <X =Nr+Ar=r,
asi que (1 — A)v+ Aw € B(a,r). O

4 Proposicién. Sea V' un espacio vectorial complejo normado, V # {0y }. Sean a1, as €
V oy ri,rg >0 tales que
|lay — as|| <71+ 7.
Entonces
B(ay, ) N Blag,m) # .

Demostracion. Pongamos

T2 ™
V= a; + as.
1+ T2 T+ T2
Entonces | H
] rijjaz2 — a1

v—a|l = as —aq)|| = ——— <r

o= ail = [t - o = 2=l o,
y de manera similar ||v — as| < 79. O

5 Proposicién. Sea V' un espacio vectorial complejo normado, V # {0y }. Sean a € V,
0 < ry <ry. Entonces B(a,rs) \ Bla,r) # 2.
Idea de demostracion. Sea u € V', u # {0y }. Considerar w de la forma

w=a+ \u,

con A > 0. Encontrar X tal que w € B(a, ), pero w ¢ B(a,r). O

6 Proposicién. Sea V' un espacio vectorial complejo normado, V' # {0y }. Sean a1, ay €
V', ri,re > 0 tales que
|lay — as|| + 19 > 7.

Entonces B(ag, ) \ B(ay,m) # 9.

Idea de demostracion. Buscar w en forma
w = as + AMaz — ay),

donde A > 0. Encontrar un A tal que w € B(ag,72), pero w ¢ B(ay,m1). O
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