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Objetivos.
= Conocer la definicién del producto de dos espacios topoldgicos.
= Conocer sus propiedades basicas.

= Estudiar el concepto de continuidad de funciones de dos argumentos.

Prerrequisitos.
= Topologias y espacios topolégicos.
» Bases de topologias (“topobases”).

= Funciones continuas.

= Algunas propiedades de productos cartesianos.



Repaso: algunas propiedades de productos cartesianos

Sean A, B, C, D algunos conjuntos. Entonces.

(AxB)n(C x D)=
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(Ax B)N(C x D)= (AN C) x (BN D).



Repaso: una base de topologia (“topobase”)

Definicién
Sea X un conjunto y sea 3 C 2%,
Decimos que (5 es una topobase , si 3 tiene las siguientes propiedades.

1. UB=X.

2. VA, A el xeA NA dA3ef (X€A3 VAN A3§A10A2).




Repaso: una base de topologia (“topobase™)

Definicién
Sea X un conjunto y sea 3 C 2%,
Decimos que (5 es una topobase , si 3 tiene las siguientes propiedades.

1. UB = X.

2. VAL, A€ xe€A1NA dA3ef (X€A3 N A3§A1ﬂA2).

Observacién. En esta definicion no estd dada ninguna topologia.



Repaso: la topologia generada por una topobase

Proposicién

Sea X un conjunto y sea 3 C 2X. Supongamos que 3 es una topobase.
Definimos 7 de la siguiente manera:

T={AC2X: I3CpB A=uUy}.

Entonces 7 es una topologia.




Descripcion local de los conjuntos abiertos

por medio de una base de la topologia

Proposicién

Sean X un conjunto, 8 una topobase sobre X y 7 la topologia generada por f.
Entonces para cada A C X las siguientes dos condiciones son equivalentes:
(a) Aer;

(b) Vxe A IBefp (xeB A BCA).




La topobase que consiste de los productos cartesianos

En este tema suponemos que (X, 7x), (Y, 7y) son espacios topolégicos.



La topobase que consiste de los productos cartesianos

En este tema suponemos que (X, 7x), (Y, Ty) son espacios topolégicos.

Proposicién

Pongamos
'P::{AXB: A € Tx, BETy}.

Entonces P es una topobase sobre X x Y.




Demostracion, primera propiedad

PZ:{AXBZ A € Tx, BETy}.
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Demostracion, primera propiedad

P={AxB: Ac1x, Be1y}.
XxYeP y PC2XXY  poreso

UP=XxY.
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Sean P1,P> € Py sea(x,y) € P1N Ps.
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Sean P1,P> € Py sea(x,y) € P1N Ps.

Pongamos
P3 = Py N Ps.

Encontramos Aj, A> € 7x y B1, Bo € Ty tales que

P1:A1XBl, P2:A2X82.
Luego

P3 = P1 N P2 = (Al N Ag) X (Bl N Bz),
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Demostracién, segunda propiedad

Sean P1,P> € Py sea(x,y) € P1N Ps.

Pongamos
P3 = Py N Ps.

Encontramos Aj, A> € 7x y B1, Bo € Ty tales que

P1:A1XBl, P2:A2X82.
Luego

P3 = P1 N P2 = (Al N Ag) X (Bl N Bz),
asi que P; € P.

Mas adn, (x,y) € Psy P3 C Py N P;.



Definicién de la topologia del producto de dos espacios topologicos
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Denotemos por 7x«y a la topologia generada por la topobase P.




Definicién de la topologia del producto de dos espacios topologicos

Definicion

Denotemos por 7x«y a la topologia generada por la topobase P.

Segln las definiciones, los elementos de Txyy son



Definicién de la topologia del producto de dos espacios topologicos

Definicién

Denotemos por 7x«y a la topologia generada por la topobase P.

Segln las definiciones, los elementos de Txy son las uniones de subcolecciones de P.

xxy ={CCXxY: 3IQCP C=UQ}.



Descripcion local de los elementos de 7xy

Proposicién
Sea V C X x Y. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) V e TXXY -

(b) V(x,y) eV JAerx IBery (x€A AN yeB AxBCV).

Ejercicio: demostrar la proposicion.



Las proyecciones candnicas son continuas

Definimos m1: XxY =X, m: XxY =Y,
mi(xy) =x,  m(xy)=y.

Proposicién

Las funciones 71 y > son continuas.




Demostracidon que 7 es continua

m: X XY = X, m1(x,y) = x.
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Demostracidon que 7 es continua
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Demostracidon que 7 es continua

T X XY =X, m1(x,y) = x.

Sea A€ 7x. Entonces
mHAl=AxYePC



Demostracidon que 7 es continua

T X XY =X, m1(x,y) = x.

Sea A€ 7x. Entonces
ﬂfl[A]:Ax Y eP C1xxy.



Las proyecciones canénicas son abiertas

Proposicién

Las funciones 71, ™ son abiertas.




Demostracién: las imagenes de los elementos de P son abiertas

Sea V € P. Mostremos que m1[V] € 7x.



Demostracién: las imagenes de los elementos de P son abiertas
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Demostracién: las imagenes de los elementos de P son abiertas

Sea V € P. Mostremos que m1[V] € 7x.
Si V =0, entonces m1[V] =0 € 7x.

Sea V # (). Entonces existen A € 7x, B € Ty, tales que

V=AxB, A#0, B#A.

Ejercicio. Para este caso, demostrar que m1[V] = A.
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Demostracién: las imagenes de los elementos de 7xy son abiertas en X

Sea W e TXXY -

Como 7xxy estd generada por P, existe una familia (V;)jc, con valores en P tal que
w=[]J V.
jed
Luego
m[W]
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Demostracién: las imagenes de los elementos de 7xy son abiertas en X

Sea W e TXXY -

Como 7xxy estd generada por P, existe una familia (V;)jc, con valores en P tal que
w=[]J V.
jed
Luego

m[W] = [Jm[V]]

JjeJ



Demostracién: las imagenes de los elementos de 7xy son abiertas en X

Sea W e TXXY -

Como 7xxy estd generada por P, existe una familia (V;)jc, con valores en P tal que
w=[]J V.
jed
Luego

771[W] = U 7T1[Vj] S
Jjed



Demostracién: las imagenes de los elementos de 7xy son abiertas en X

Sea W e TXXY -

Como 7xxy estd generada por P, existe una familia (V;)jc, con valores en P tal que
w=[]J V.
jed
Luego

7T1[W] = U 7T1[Vj] € TX-
JjeJ



Ejemplo: las funciones 71 y 7 no siempre son cerradas

X =Y =R con la topologia usual.
H = {(x,y) € (0,+00)%: xy = 1}.

Mostrar que H es cerrado en R?.




Ejemplo: las funciones 71 y 7 no siempre son cerradas

X =Y =R con la topologia usual.
H = {(x,y) € (0,+00)%: xy = 1}.

Mostrar que H es cerrado en R?.

Mostrar que

7['1[H] :7T2(H): 11




Ejemplo: las funciones 71 y 7 no siempre son cerradas

X =Y =R con la topologia usual.
H = {(x,y) € (0,+00)%: xy = 1}.

Mostrar que H es cerrado en R?.

Mostrar que

mi[H] = ma(H) = (0, +00). 1y




Propiedad extremal de la topologia del producto

Proposicién

Txxy €s la mas débil entre las topologias respecto a las cuales las funciones 71, 7 son
continuas.




Demostracion

Sea w una topologia en X x Y tal que son continuas las funciones
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Demostracion

Sea w una topologia en X x Y tal que son continuas las funciones
1 (X X Y,w) = (X, 7x), m: (X X Y,w) = (Y,7y).
Entonces para cada A € 7x, B € 7y obtenemos

AxB=(AxY)N(XxB)=r A Nnm; [B] € w.

Hemos mostrado que P C w.

La coleccién w es cerrada bajo las uniones, por eso  7xxy C w.



Criterio de continuidad en un punto para funciones definidas en X x Y

Proposicién

Sean (X,7x), (Y,7y), (Z,77) espacios topoldgicos,

f:XxY—=2Z  (a,b)eXxY.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en (a, b);

(b) para cada C en 7z con f(a, b) € C, existen A en 7x y B en Ty tales que

acA, b e B, f[Ax B] C C.

Ejercicio. Demostrar la proposicién usando la descripcién local de 7xxy.



Criterio de continuidad de funciones con valores en X x Y

Ejercicio. Sean (X, 7x), (Y, 7y), (Z,7z) espacios topolégicos y sea
f:Z=XxY.

Demostrar que f es continua si, y solo si, las funciones w1 o f y 7 o f son continuas.



El producto de dos espacios métricos

Ejercicio. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos.
Definimos p: (X x Y)? — [0, +00),

p((x1,y1), (2, y2)) = max {dx(x1, x2), dy(y1,y2) }-

Demostrar que p es una distancia.

Demostrar que la topologia inducida por p coincide con la topologia del producto.



