Producto de medidas

En este tema, igual que antes, estamos suponiendo que (X, F, ), (Y, G, v) son espacios
de medida. Denotamos por R el conjunto de los “rectangulos medibles”:

R={AxB: AeJ, BeG}.

Denotamos por & el anillo generado por R. Sus elementos (que se llaman “conjuntos
elementales”) se pueden escribir como uniones finitas disjuntas de los elementos de R.
Finalmente, denotamos por ¥ x G a la o-dlgebra generada por R. Como ya sabemos,
F x G es la clase mondtona generada por €.

El objetivo de esta seccion es definir en la o-adlgebra ¥ ® § una medida p x v tal que

(1 % V)(A x B) = p(A)w(B). (1)

1 Observacion. Un camino que parece natural es primero definir p X v en R mediante la
férmula (1), demostrar que p X v es una premedida, extenderla a € (hay una proposicién
simple sobre la extensién de una premedida de un semianillo a un anillo) y luego extenderla
a F x G mediante el teorema de Carathéodory. Sin embargo, si definimos p X v en R por
medio de (1), es dificil demostrar que p X v es una premedida. Cuando A X B es la unién
de una sucesién disjunta (Cy X Dy)ren, la estructura de esta sucesién puede ser muy
complicada. Los conjuntos C} no necesariamente son disjuntos entre si. Por eso elegimos
otro camino: integrar las medidas de las secciones.

2 Lema. Para cada QQ en F x G, definamos
wo: X — [0,400], wo(r) =v
VoY — [0, +00], Uo(y) = m(@Q”).

Entonces,

ool) = / (Lo)edv,  doly) = / (1) dp 2)

Y

>

En otras palabras,
vo() = [1o(eg)dvly).  violw) = [ Loo,y)dita). ®)

3 Teorema. Sean (X, F, ), (Y,G,v) espacios de medida o-finita. Entonces, para cada Q)
en F x G, se tiene que g € M(X, F, [0, +00]), g € M(Y, G, [0, +0]), ¥

[ ati= [voa, (4)
X Y

donde pg y Vg estan definidas como en el lema.
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Esquema de demostracion. Denotemos por €) a la coleccion de todos los conjuntos () en
F x G para los cuales po € M(X,F,[0,+00]), g € M(Y,G,[0,+00]), y se cumple la
férmula (4).

1. Mostremos que R C Q. Sean A € F, B € G. entonces A x B € ). En efecto,

PAxB = V<B)]lAa waB = N(A>ILB:

[ acndn=uap(B) = [vanav

X Y

2. Mostremos que la coleccién €2 es cerrada bajo uniones finitas disjuntas. En efecto,
sean Py,..., P, €  conjuntos disjuntos a pares, y sea () = J,—, Ps. Entonces,

Q. = Ui~ (Py)s, y los conjuntos (P), son disjuntos a pares. La situacién con (Py)Y
y Y es similar. Luego,

po(@) =) er(z),  Yaly) = vr(y).

Concluimos que g € M(X, F, [0, +o0]) v g € M(Y, G, [0, 4+00]), por ser sumas de
funciones medibles. Aplicamos la propiedad aditiva de la integral y la suposicion
que Py, € €

[eatu=3" [onan 23" [vn v [
X k=1% k=1% Y

3. Sea (Py)ren una sucesién creciente en Q y sea Q = J, o Pr- Mostremos que @ € €.
Primero, notamos que para cada z en X,

keN

y la sucesion de conjuntos ((Py).)ken €s creciente. Luego, por el teorema sobre la
medida de una sucesién creciente de conjuntos,

po(r) = v(Q:) = lim v((B).) = lim p, ().

Luego, ¢g € M(X, T, [0, +0o0]). Ademads, la sucesion (¢p, )52, es creciente. Por el
teorema de la convergencia monotona,

/SOQ duzljirilo/¢pk dp.
X X
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De manera similar, g € M(Y, G, [0, +00]) v

/sz dy = lim /ka dv.
k—o00
Y Y

Ademas, por la suposicién, [, ¢p, du = [, ¢p, dv para cada k. Concluimos que
Q € Q.

4. Sea (Py)ren una sucesién disjunta en 2. Entonces |-, P € Q. En efecto, para las
uniones finitas usamos el inciso 2, luego pasamos a la unién numerable usando el
inciso 3.

5. Supongamos que A € F, B € G, pu(A) < +oo, v(B) < +00, (Py)ren € O es una
sucesién decreciente tal que P, C A x B para cada k, y (Q = ﬂZZN P,.. Mostremos
que @ € . En efecto, aplicamos a las sucesiones de funciones pp, v ©¥p, el teorema
de convergencia dominada.

6. Aplicamos la suposicién que i y v son o-finitas. Encontramos una sucesién disjunta
(A,)2, € FV tal que X =27 A, v u(A,) < +oo para cada n en N. Encontramos
una sucesion disjunta (B,)52, € §N tal que Y = |J>2, B, vy ¥(B,) < +o0 para cada
n en N. Para cada Q C X x Y y cada m,n en N, pongamos

Qmn=0QN (A x By).

Denotemos por M la clase de todos los conjuntos @) en F x G tales que @, ,, € €2
para cada m,n en N. Los incisos 1 y 2 muestran que &€ C M, y los incisos 3 y 5
muestran que M es una clase monétona. Luego M = F x G.

7. Sea ) € F x G. Entonces, por el inciso 6, @, ,, € (2 para cada m,n. Luego, por el
inciso 4, concluimos que @ € 2. n

4 Definicién (producto de medidas). Sean (X, F, u), (Y, G, v) espacios de medida, donde
1y v son medidas o-finitas. Para cada @) en ¥ x G, pongamos

(x Q) = [ vodn )

X

Por el teorema, podemos escribir también

(1 x 1)(Q) = / Vg dv.

5 Proposicién. Sean (X,F,u), (Y,G,v) espacios de medida, donde p y v son medidas
o-finitas. Entonces, p X v es una medida.
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Demostracion. 1. Es facil ver que gy es la constante 0, por eso (u X v)(2) = 0.

2. Sea (Py)ken una sucesiéon disjunta de conjuntos pertenecientes a F x G, y sea @) :=
Uken Pr- Para cada x en X, tenemos que ((Py)z)ren s una sucesién disjunta de conjuntos
pertenecientes a G, y la unién de esta sucesion es (),. Por la propiedad o-aditiva de v,

po(@) = v(Qu) = > v((P).) =) ¢n.().
k=1 k=1
Aplicamos el teorema sobre la integral de la serie de funciones positivas medibles:
(u x v)(Q) Z/soczdﬂzz:/wk dpp =Y (X v)(P). O
e k=1 % k=1

6 Ejemplo. X =Y = [0,1], 1 es la medida de Lebesgue y v es la medida de conteo.
Aqui la medida v no es o-finita. Denotemos por D a la diagonal del cuadrado [0, 1]

D= {(z,z): z€0,1]}.

Notamos que D el la interseccién de los conjuntos elementales

por eso D pertenece a la o-algebra F x G.
Para cada x en X, tenemos que

Dy ={y €[0,1]: (z,y) € D} ={y € [0,1]: y =z} ={a},
ep(x) =v(D,) = 1.

/goDd,u—l.

X

Luego

Por otro lado, para cada y en Y, tenemos que
DV ={z €[0,1]: (z,y) € D} ={z€0,1]: v =y} ={y},

Yp(y) = u(DY) = 0.

!¢Ddy:0.

Este ejemplo muestra que en el Teorema 3 no se puede omitir la condicién que p y v son
o-finitas.

Luego
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