Temas preliminares de Analisis Real

Problemas para examen

Usamos la notacién A C B en el siguiente sentido: A es un subconjunto de B, puede ser
que A = B.

Propiedades de las operaciones con conjuntos

1. La unién de dos conjuntos contiene a cada uno de los conjuntos originales.
Sean A, B algunos conjuntos. Demuestre que

ACAUB.
De manera similar se demuestra que B C AU B.

2. La unién de dos conjuntos es el conjunto mas pequeno entre todos los
conjuntos que contienen a cada uno de los conjuntos originales. Sean A, B, ('
algunos conjuntos tales que A C C'y B C C. Demuestre que

AUuB cC.

3. La interseccién de dos conjuntos esta contenida en cada uno de los conjuntos
origionales. Sean A, B algunos conjuntos. Demuestre que

ANB CA.
De manera similar se demuestra que AN B C B.

4. La interseccion de dos conjuntos es el conjunto mas grande entre todos
los conjuntos contenidos en cada uno de los conjuntos originales. Sean A, B, C'
algunos conjuntos tales que C' C A y C' C B. Demuestre que

CCcCANB.

5. Criterio de que un conjunto esta contenido en el otro. Sean A y B conjuntos.
Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) AC B; (i) AN B = A; (iii) AU B = B; (iv) A\ B =g.
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6. Ley distributiva. Sean A, B, C' conjuntos. Demuestre que
(AUB)NC =(AnC)u(BNC).
7. Leyes de De Morgan. Sean A, B, C' conjuntos. Demuestre que
C\(AUB)=(C\A)N(C\ B), C\(ANB)=(C\A)U(C\ B).

8. Dos definiciones de la diferencia simétrica. Sean A y B conjuntos. Demuestre
que
(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

El conjunto que esta en ambos lados de la igualdad se llama la diferencia simétrica de A
y By se denota por A A B.

9. “Desigualdad del triangulo” para la diferencia simétrica. Sean A, B, C' conjun-
tos. Demuestre que

AABC(AAC)U(C A B).

10. Propiedad asociativa de la diferencia simétrica. Sean A, B, C' conjuntos. De-
muestre que

(AABYAC=AA(BAC).
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Propiedades de las operaciones con familias de conjuntos

11. La unién de una familia de conjuntos contiene a cada uno de los conjuntos
de esta familia. Sea (A;);c; una familia de conjuntos y sea k € J. Demostrar que

A [ J A
eJ

12. La interseccion de una familia de conjuntos esta contenida en cada uno
de los conjuntos de esta familia. Sea (A;);c; una familia de conjuntos y sea k € J.
Demostrar que

ﬂAZ C A

ieJ

13. La unién de una familia de conjuntos es el conjunto mas pequeno entre
los conjuntos que contienen a cada uno de los elementos de esta familia. Sea
(A;)ics una familia de conjuntos y sea C' un conjunto tal que

YieJ A; C C.

Demuestre que

UAi c C.

ieJ

14. La interseccion de una familia de conjuntos es el conjunto mas grande
entre los conjuntos que estan contenidos en cada uno de los elementos de esta
familia. Sea (A;);c; una familia de conjuntos y sea C' un conjunto tal que

VielJ C C A,

Demuestre que

C C ﬂAi.

icJ

15. Criterio de que un conjunto contiene a la unién de una familia de conjuntos.
Sea (A;)ies una familia de conjuntos y sea B un conjunto. Demuestre que:

U&CB — VieJ A, CB.

i€

16. Criterio de que un conjunto esta contenido en la interseccion de una familia
de conjuntos. Sea (A;);c; una familia de conjuntos y sea B un conjunto. Demuestre que:

BcﬂAi — VieJ BCA.
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17. Propiedad distributiva de la interseccion respecto a la unién. Sea A un
conjunto y sea (B;);c; una familia de conjuntos. Demuestre que

AN (UBz) :U(AmBi).

18. Propiedad distributiva de la uniéon respecto a la interseccion. Sea A un
conjunto y sea (B;);c; una familia de conjuntos. Demuestre que

AU (ﬂBz) :ﬂ(AuBi).

19. Leyes de De Morgan para familias de conjuntos. Sea C' un conjunto y sea
(B;)ics una familia de conjuntos. Demuestre que

C'\ <U3i> = (C\B), C\ (ﬂ&) =J @\ B)).

ieJ iceJ icJ iceJ
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Sucesiones mondétonas de conjuntos

20. Lema (de una sucesion creciente de conjuntos y los indices de pertenencia).
Sea Ajp, Ay, A3 una sucesion creciente de conjuntos y sea x € Aj. Denotemos por J al
conjunto de los indices n tales que z € A,:

J = {n €{l,2,...}: z € An}.
Demuestre que:
1. J#@.
2. J tiene un unico elemento minimo que denotemos por p.
3. p<k.
4. J=A{p,p+1,p+2,...}.

21. Teorema (sucesién de las diferencias de una sucesién creciente de con-
juntos). Sea Ay, Ay, As, As, ... una sucesién creciente de conjuntos que empieza con el
conjunto vacio:

G=AgCA CA CA3C...

Denotemos por Dy, Do, D3, ... a las siguientes diferencias:
Dy, :Ak\Ak—l (k‘E {1,2,})

Demuestre que

k=1
y o0 [o¢]
Une=Ua
k=1 k=1

22. Pasar de una sucesion arbitraria de conjuntos a una sucesiéon creciente
y luego a una sucesién disjunta. Sea (A,)?2, una sucesién de conjuntos. Para todo
ke€{0,1,2,...} pongamos

k
Bk = U An,
n=1
y para todo k € {1,2,...} pongamos
Dk = Bk \ Bk—l'

Demuestre que:
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1. La sucesion (By)52, es creciente y By = &.
2. La sucesién (Dg)2, es disjunta.
3. Para todo k € {1,2,...},
D, = A, \ Bi_1.

1. JAa =B =JD;
n=1 k=1 Jj=1

23. Lema (de una sucesién decreciente de conjuntos y los indices de pertenen-
cia). Sean Aj, A, As, ... una sucesién decreciente de conjuntos, k € {1,2,...} y z € Ay.
Denotemos por J al conjunto de los indices n tales que = € A,:

J = {nG {1,2,...}: xEAn}.

Demuestre que:

1. J 4.

2. Si J # {1,2,...}, entonces J tiene un dnico elemento méaximo. Denotando este
elemento por p tenemos que p >k y

J=A1,...,p}.

24. Teorema (sucesién de las diferencias de una sucesién decreciente de con-
juntos). Sea A;, Ay, As, ... una sucesién decreciente de conjuntos:

AlDAQDAgD...

Denotemos por C' a la interseccion de esta sucesion y por Dy, Dy, D3, ... a las siguientes
diferencias:

C=()An Dp=A\ Ay (ke {1,2,...}).
n=1

Demuestre que para todo n € {1,2,...}

Temas preliminares de Anélisis Real, problemas para el examen, pégina 6 de 15



Propiedades de imagenes y preimagenes
de conjuntos bajo funciones

En los siguientes ejercicios X y Y son algunos conjuntos y f: X — Y es una funcién.
25. Imagen y preimagen del conjunto vacio. Demuestre que
flel=2, [To]=2.
26. Monotonia de la preimagen. Sean By, By C Y tales que By C By. Demuestre que
S7HUBi) € f7Y[Ba).
27. Monotonia de la imagen. Sean A;, A, C X tales que A; C As. Demuestre que
fTAi] C f[As].
28. Preimagen de la unién. Sean B, B, C Y. Demuestre que
fHUBIU B, = B U f7 By
29. Preimagen de la interseccion. Sean B;, By C Y. Demuestre que
fUBIN By = fHBi] N f 1Byl
30. Imagen de la unién. Sean A;, As C X. Demuestre que
fIA1U Ag] = fIAI] U f[As].
31. Imagen de la interseccion. Sean A;, A, C X. Demuestre que
fIAL N Ag] C f[AL] N f[As].
32. Imagen de la preimagen. Sea B C Y. Demuestre que
flf Bl C B.

33. Preimagen de la imagen. Sean X, Y conjuntos, sea f: X — Y una funcién y sea
A C X. Demuestre que

A fHfALL
En los siguientes ejercicios hay que construir ejemplos con contenciones estrictas.

34. Imagen de la interseccion, construir un ejemplo con la contencion estricta.
Construir conjuntos X,Y", funcién f y conjuntos Aj, Ay C X tales que f[A; N As] C
flA] N fAs).

35. Imagen de la preimagen, construir un ejemplo con la contencién estricta.
Construya conjuntos X, Y, funcién f y un conjunto B C Y tales que f[f![B]] € B.

36. Preimagen de la imagen, construir un ejemplo con la contencién estricta.
Construya conjuntos X, Y, funcién f y un conjunto A C X tales que A C f~1[f[A]].

Temas preliminares de Anélisis Real, problemas para el examen, pégina 7 de 15



Imagenes y preimagenes de familias de conjuntos

En los siguientes ejercicios se supone que X, Y son conjuntos y f: X — Y es una funcion.

37. Preimagen de la unién de una familia. Sea (B;);c; una familia de conjuntos tales
que B; C Y para todo ¢ € J. Demuestre que

s

ieJ

T = J B

ieJ

38. Preimagen de la intersecciéon de una familia. Sea (B;);c; una familia de con-
juntos tales que B; C Y para todo ¢ € J. Demuestre que

N

ieJ

= = (/7B

ieJ

39. Imagen de la unién de una familia. Sea (A;);c; una familia de conjuntos tales
que A; C X Demuestre que
4| = ra.

ieJ ieJ

f

40. Imagen de la interseccién de una familia. Sea (A4;);c; una familia de conjuntos
tales que A; C X para todo i € J. Demuestre que

(4

ieJ

f Cﬂf[Ai]'

icJ

41. Imagen de la interseccion de una familia: construir ejemplo con la conten-
cion estricta. Constuya algunos conjuntos X, Y, una funciéon f: X — Y y una familia
de conjuntos (A;);cs tales que A; C X paratodoi € Jy

N

ieJ

f < (/1A

icJ
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Intervalos del eje real

42. Sea a € R. Demuestre que

(a,400) = U

n=1

1
{a—l— —,—l—oo> .
n

43. Sea a € R. Demuestre que
[a+oo)—| | a——l +00
’ N n’ ’

n=1

44. Sea b € R. Demuestre que

45. Sea b € R. Demuestre que
(—o00,b] = |OO| —00,b+ =
) - I n N

46. Sea a € R. Demuestre que
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Estructura de subconjuntos abiertos del eje real

47. Sea (X, d) un espacio métrico. Escriba la definicién de la topologia inducida por d.

Definimos la topologia en R por medio de la distancia comin d(z,y) = |z — y|.

48. Lema. Sea A un conjunto abierto en R. Definimos en A la relacién binaria 2 mediante

la siguiente regla:

rAy &S [mylUfya] C A

A ., . .
Demuestre que ~ es una relaciéon de equivalencia.

49. Lema. Sea A un conjunto abierto en R y sea x € A. Denotemos por [z]4 a la clase

de equivalencia de z respecto a la relaciéon binaria 2
[x]a ={y € A: xiy}.
Pongamos
(g = 1nf{y < (—OO,I)Z (yax) - A}? by = sup{z < (I‘, +OO) (I, Z) - A}

Demuestre que
[2]a = (az, bs).

Sugerencia: 1) demostrar que a, < x < b,, 2) en la parte [z]4 C (ag, b,) usar que si y 2 x,
entonces [y|a = [z]a, ay = a,, by = by, y y aplicar el inciso 1); 3) en la parte (a,, b,) C [z]4
usar lemas sobre la comparacién del sup e inf con un ntimero.

50. Teorema (estructura de subconjuntos abiertos del eje real). Demuestre que
todo conjunto abierto A en R se puede representar como una union finita o numerable de
intervalos abiertos, disjuntos entre si.
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Eje real extendido

51. Definicion de la topologia en el eje real extendido. Denotemos por 8 al conjunto
de los intervalos que tienen una de las siguientes tres formas (con a,b € R):

(a, +o0], (a,b), [—00,b).

Demuestre que para cualesquiera P, () € 8 se tiene que PN Q € 8. Explique cémo se
define la topologia en R.

52. Demuestre que el conjunto [3,+00) no es abierto ni cerrado en R.

53. (Es la adicién una operacién continua en [0, 4o00]?. Determine si la funcién
f:]0,400] x [0, +00] — [0, +00] definida mediante la siguiente regla, es continua o no.

4y, si z,y€[0,+00);
fx,y) = .
+o00, s1 r =400 V y=+o00.

54. ;Es la multiplicacién una operacién continua en [0, +00]?. Determine si la

funcién g: [0, 4+00] x [0, 4+00] — [0, +00] definida mediante la siguiente regla, es continua

0 1no.

xy, si x,y € [0,4+00),

0, si x=0, y=4o0,

9(@,y) = .
0, si =400, y=0,

400, Ssi =1y =-400.
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Supremo e infimo de un conjunto

55. Comparacién del supremo con un niimero. Sean A C R y b € R. Entonces

sup(4) <b = Vae A a<b,

sup(A) > b = Yu<b dJacA a>u.

56. Criterio del supremo en términos de cuantificadores y desigualdades. Sean
A CRybeR. Entonces

YVae A a<0b,

sup(A4) =b =
YVu<b da€ A a>u.

Aqui la llave sirve para formar un sistema de dos condiciones unidas con la operacion
logica A.
57. Comparacién del infimo con un nimero. Sean A C R y b € R. Entonces

inf(A) > b = Vae A a>D,

inf(A) <b = Vu>b JaceA a<u.

58. Criterio del infimo en términos de cuantificadores y desigualdades. Sean
A CRybeR. Entonces

YVae A a>0b,
Yu>b dac A a<u.

inf(A) =b — {
59. Monotonia del supremo. Sean A, B C R tales que A C B. Demuestre que
sup A < sup B.
60. Monotonia del infimo. Sean A, B C R tales que A C B. Demuestre que
inf A > inf B.
61. Supremo de la unién de dos conjuntos. Sean A, B C R. Demuestre que
sup(A U B) = max{sup(A), sup(B)}.
62. Infimo de la unién de dos conjuntos. Sean A, B C R. Demuestre que

inf(A U B) = min{inf(A),inf(B)}.
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63. Supremo de un miiltiplo positivo de un conjunto. Sean A C Ry A € (0, +00).

Demuestre que
sup(AA) = Asup(A).

64. Infimo de un muiltiplo positivo de un conjunto. Sean A C Ry \ € (0, +00).
Demuestre que
inf(AA) = Ainf(A).

65. Supremo del conjunto opuesto. Sea A C R. Demuestre que
sup(—A) = —inf(A).

66. Infimo del conjunto opuesto. Sea A C R. Demuestre que
inf(—A) = —sup(A).

67. Supremo de la suma de dos conjuntos. Sean A,B C R, A # &, B # O.
Demuestre que
sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

68. Infimo de la suma de dos conjuntos. Sean A, B C R, A # @, B # &. Demuestre

que
inf(A 4+ B) = inf(A) + inf(B).
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Limite superior y limite inferior de una sucesién

69. Limite de una sucesidn creciente acotada. Sea a = (a,),en una sucesiéon en R que

es creciente y acotada superiormente, esto es, a,, < a,4+1 para todon € Ny supa, < +00.
neN
Denotemos al supremo de esta sucesién por b:

b :=supa, = sup{a,: n € N}.
neN
Demuestre que
lim a, = b.
n—oo
70. Limite de una sucesién creciente no acotada. Sea a = (a,),en una sucesiéon en
R que es creciente y no acotada superiormente, esto es, a, < a,.1 paratodon € Ny

sup a, = +00.

neN
Demuestre que

lim a, = 4o00.

n—o0
71. Limite de una sucesiéon decreciente acotada. Sea a = (a,)neny Una sucesion
en R que es decreciente y acotada inferiormente, esto es, a,+; < a, para todon € N e
inf a,, > —oo. Denotemos al infimo de esta sucesion por b:
neN

b = inf a, = inf{a,: n € N}.
neN
Demuestre que
lim a,, = b.
n—oo
72. Limite de una sucesién decreciente no acotada. Sea a = (a,),en Una sucesion
en R que es decreciente y no acotada inferiormente, esto es, a,.1 < a, para todon € Ny

inf a, = —oc.

neN
Demuestre que

lim a, = —o0.

n—oo

73. Comparacion del limite superior con un nimero. Sea (,),en una sucesioén en
R y sea b € R. Entonces

limsupzx, <b = Ve>b dkeN Vn>k z,<c,

n—oo

limsupx, > b — YVa<b VkeN dn>k zx,>a.

n—o0
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74. Criterio del limite superior en términos de cuantificadores y desigualdades.
Sea (Z,)neny una sucesion en R y sea b € R. Entonces

limsupx, =b
n—oo

Ve>b dkeN VYVn>k z,<ec,
<
YVa<b VeEeN dn>k z,>a.

Aqui la llave sirve para formar un sistema de dos condiciones unidas con la operacion
logica A.

75. Comparacién del limite inferior con un nimero. Sea (z,),en una sucesién en
R y sea b € R. Enuncie y demuestre resultados similares a 73 para lim sup.

76. Criterio del limite inferior en términos de cuantificadores y desigualdades.
Sea (T, )nen una sucesion en R y sea b € R. Enuncie y demuestre un resultado similar a
73 para liminf.

77. Existe un limite si, y sélo si, el limite inferior coincide con el limite superior.
Sea (2, )nen una sucesion en R. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe un y € R tal que nh_g)lo Ty =Y.

(b) liminf z, = limsup z,.
n—00 n—00

78. Limite superior de la suma de sucesiones. Sean (Zn)nen, (Yn)nen sucesiones en
R. Demuestre que
lim sup (z,, + y») < limsup z,, + lim sup y,,.

n—oo n—oo n—oo

79. Dé un ejemplo de sucesiones (Zy)nen, (Un)nen tales que

lim sup (x,, + y,) < limsup z,, + lim sup y,,.

n—oo n—oo n—o0
80. Sea (7, )nen una sucesién en R. Demuestre que

limsup (—z,) = — liminf x,,.
n—00 n—00

81. Sean (ay)nen ¥ (bn)nen algunas sucesiones en R tales que
Vn eN an < b,.
Demuestre que

limsup a,, < limsupb,
n—oo n—oo

liminf a,, < liminf b,,.
n—oo n—oo
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