Extension de medidas

Problemas para examen

Usamos el convenio que N = {1,2,...}.

Semianillos de conjuntos

1 Observacién (el conjunto potencia). En estos temas trabajamos mucho con subcon-
juntos de un conjunto fijo X. Denotamos por 2% al conjunto de todos los subconjuntos
de X, es decir, al conjunto potencia de X. Otra notacién: P(X).

2 Observacion (coleccién de conjuntos). Usamos la frase “coleccién de conjuntos” como
un sinénimo de la frase “conjunto de conjuntos”.

3 Definicion. Escriba la definicion de semianillo de conjuntos.

4 Nota (convenio: el conjunto vacio pertenece al semianillo). En los siguientes problemas
se supone que la condicion @ € § estd incluida en la definicién de semianillo de conjuntos.
Algunos autores no la incluyen.

5 Ejemplo (el semianillo de los conjuntos unipuntuales de un conjunto). Sea X un
conjunto. Denotemos por § a la coleccion que consiste del conjunto vacio y de todos los
subconjuntos unipuntuales de X:

§ = {@}U{{x}: a;EX}.

Demuestre que

vA,Bes (A=B v ANB=-9).
Demuestre que 8§ es un semianillo de conjuntos.

6 Definicién (definicién de los rayos en el eje real, repaso). Sea a € R.
[a, +00) = {x eR: a<z< —I—oo}.
Cada elemento x de R satisface x < +o0. Por lo tanto,
la, +00) = {x eR: a< a:}
Escriba las definiciones de

(a, +00), (—00,a), (—00, al.
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7 Definicién (definicién de los intervalos del eje real). Sean a,b € R. Definimos [a, b) de
la siguiente manera:

[a,b)Z:{QJERi a<z A x<b}.

En otras palabras,
[a,b) = [a,4+00) N (—o0,b).

Segun esta definicién,
[—3,-3) = o, [7,2) = .

Escriba las definiciones de
a, b, (a,b), (a, b].

8 Observacion. En algunas situaciones, es comodo considerar el “segmento que une a
con b”, donde no importa el orden entre a y b. Se recomienda definir este objeto como la
envoltura convexa de estos dos puntos:

conv(a, b) = {(1 —ANa+Mb: A€o, 1]}

9 Ejemplo (férmulas para la interseccién y la diferencia de dos intervalos semiabiertos).
Sean a, b, c,d € R.

[. Encuentre férmulas generales para
[a, +00) N [¢, +00), (—o0,b) N (—o0,d).
Sugerencia: utilice min y max.
IT Encuentre una férmula general para [a,b) N ¢, d).
ITI. Supongamos que ¢ < d. Represente R\ [¢, d) como la unién de dos rayos.

IV. Supongamos que ¢ < d. Encuentre una férmula para [a,b) \ [c, d).

10 Ejemplo (el semianillo de los intervalos semiabiertos del eje real). Sea
8 = {[a,b): a,beR, a< b}.

Muestre que 8§ es un semianillo sobre R. Sugerencia: use las formulas del problema anterior.

11 Ejercicio (el producto de dos semianillos es un semianillo). Sean XY algunos con-
juntos, 8; un semanillo sobre X y 85 un semianillo sobre Y. Definimos

81X8232{AXBZ AESl, BGSQ}
Muestre que 81 X 83 es un semianillo sobre X x Y.

12 Ejercicio (la interseccién de dos semianillos no necesariamente es semianillo). Cons-
truya dos semianillos 8; y 8 sobre un conjunto X tales que su interseccién 81 N8, no sea
semianillo. Indicacién: se puede trabajar en un conjunto de tres elementos, X = {0, 1, 2}.

Extension de medidas, problemas para examen, pagina 2 de 14



Anillos de conjuntos

13 Ejercicio. Demuestre que la operacion /A es asociativa y conmutativa. ;Cudl es el
conjunto neutro para esta operacion? Dado un conjunto A, encuentre un conjunto B tal
que AANB=a.

14 Ejercicio. Demuestre que la operacién N es asociativa y conmutativa.

15 Ejercicio. Demuestre la ley distributiva entre A y M:
(AAB)NC=(ANC)A(BNC).

16 Definicién (definicién del anillo de conjuntos a través de A y N). Escriba la definicién
de anillo de conjuntos en términos de las operaciones A y N. Notemos que en la definicion
de un anillo de conjuntos no se trata de dos operaciones binarias arbitrarias, como en
algebra moderna. Se trata de dos operaciones muy especificas. Las operaciones A y N
tienen propiedades buenas, y no hay necesidad de pedir estas propiedades en la definiciéon
del anillo de conjuntos. Por lo tanto, en la definiciéon del anillo de conjuntos se pide
solamente que la coleccién sea cerrada bajo A y N, y que el conjunto vacio sea un elemento
de la coleccion.

17 Definicién. Escriba la definicion de dlgebra de conjuntos sobre un conjunto X.

18 Ejemplo. Conjunto-potencia es un algebra de conjuntos Demuestre que 2% es un
algebra de conjuntos sobre X.

19 Ejercicio. Exprese algunas operaciones con conjuntos a través de otras:

» A en términos de Uy \.

N en términos de \.

\ en términos de A.

U en términos de A y N.

20 Ejercicio. Sea A C 2% tal que @ € A. Demuestre que A es un anillo de conjuntos si,
y solo si, A es cerrado bajo U y \.

21 Ejercicio. Supongamos que A C 2% tal que @ € A, A es cerrada bajo U y A es
cerrada bajo \. Demuestre que A es cerrada bajo A y N.

22 Ejercicio. Escriba el criterio de anillo de conjuntos en términos de U y \. Muchos
autores prefieren dar la definicién del anillo de conjuntos en términos de U y \.

23 Ejemplo (colecciones de conjuntos, cerradas bajo algunas operaciones y no cerra-
das bajo otras). Construir un conjunto X y una coleccién A C 2% con las siguientes
propiedades:
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a) JeA,

(a)

(b) A es cerrada bajo U,
(c) A es cerrada bajo A,
(d) A no es cerrada bajo \.

Este ejemplo muestra que las condiciones (a), (b), (¢) no definen un anillo de conjuntos.

24 Ejemplo (colecciones de conjuntos, cerradas bajo algunas operaciones y no cerra-
das bajo otras). Construir un conjunto X y una coleccién A C 2% con las siguientes
propiedades:

(a) o €A,
(b) A es cerrada bajo N,
(c) A es cerrada bajo \,

(d) A no es cerrada bajo U.
Este ejemplo muestra que las condiciones (a), (b), (¢) no definen un anillo de conjuntos.

25 Ejercicio (cualquier anillo de conjuntos es un semianillo de conjuntos). Sea A un
anillo sobre un conjunto X. Demuestre que A es un semianillo sobre X.

26 Ejercicio (la interseccién de anillos es un anillo). Sea 21 un conjunto de anillos sobre
un conjunto X. Demuestre que el conjunto

B::{YQX: VA € 2 YGA}
es un anillo sobre X.

27 Definicién (el anillo generado por una coleccién de conjuntos). Sea X un conjunto y
sea € C 2%, Escriba la definicién del anillo generado por C.

28 Teorema (descripcién del anillo generado por un semianillo). Sea 8§ un semianillo
sobre un conjunto X. Denotemos por A al conjunto de todas las uniones finitas disjuntas
de elementos de §:

A::{AQX: dJneN dP, ..., P, € 8 disjuntos a pares, A:UPJ}'
j=1

Demuestre que A es el anillo generado por 8.

29 Ejemplo (el anillo generado por los subconjuntos unipuntuales de un conjunto). Sea
X un conjunto. Denotemos por & a la coleccion que consiste del conjunto vacio y de todos
los subconjuntos unipuntuales de X:

8= {@}U{{x}: .CEEX}.

Ya sabemos (Ejemplo 5) que 8 es un semianillo. Describa el anillo generado por 8.
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Premedidas

30 Definicién. Escriba la definicién de premedida.

31 Ejercicio (toda premedida es finitamente aditiva). Sea X un conjunto, sea € C 2%
tal que @ € €y sea u: € — [0,4+00] una premedida. Demuestre que p cumple con la
propiedad “finitamente aditiva condicional”: si m € N, Ay,..., A,, € € son disjuntos a
pares y [J;-, 4; € C, entonces

7 (U Aj) = ZM(AJ')-

32 Teorema (extensién de una premedida de un semianillo al anillo generado). Sea 8§
un semianillo de conjuntos y sea A\: § — [0, 4+o0] una premedida. Denotemos por A al
anillo generado por 8. Por el Teorema 28, sabemos su descripciéon explicita. Demuestre que
existe una unica premedida pu: A — [0, +00] tal que pls = A. Hay que dar una definicién
explicita para p. La demostracion se puede se dividir en las siguientes partes.

= Unicidad. Si hay dos “candidatas” py y o, entonces j1; = ps.

s Si A€ Ay A tiene dos descomposiciones en elementos disjuntos de 8,

A= U -Pj7 A= U Qk)
j=1 k=1
entonces

oA = 3 MQ).

k=1
» Definiciéon de p. El punto anterior muestra que la definicién es consistente.
» Verificacién de que puls = A.

» Verificacién de los axiomas de premedida para p.

La longitud de semiintervalos es una premedida

En este grupo de problemas trabajamos con 8 del Ejemplo 10:
S = {[a,b): a,beR, a< b}.

Ya sabemos que 8 es un semianillo. Definimos A: 8§ — [0, +00] como la longitud de los
intervalos de esta forma:

Mla, b)) =b—a (a,b € R, a <b).

Vamos a demostrar que A es una premedida sobre 8.
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33 Ejercicio. Sean Py, ..., P,,Q € 8 talesque P, ..., P, son disjuntos a paresy P, C @
para cada k. Demuestre que

> AP S MQ

k=1
Sugerencia. Podemos suponer que Py, = [ay, b ), donde a;, < by. Més atin, podemos suponer
que a; < ag < ... < a,. Demuestre que by < apyq para cada k en {1,...,m — 1}.

34 Ejercicio. Sean ¢, d € R tales que ¢ < d, y sea A una coleccion finita de intervalos de
R, abiertos y acotados, tal que
dcl]JA

AcA

Demuestre que

d—c <) (sup(A) — inf(A)).

AcA

Sugerencia: utilice el teorema de Heine-Borel de la compacidad de intervalos cerrados
acotados en R.

35 Ejercicio. Sea (Py)ren una sucesion en 8 y sea () un elemento de 8 tales que
QC U P.
k=1

Demuestre que

S

k=1

36 Teorema. Sea S el conjunto de los intervalos semiabiertos del eje real:
8 = {[a,b): abER, a< b}.
Definimos la funcién A: 8§ — [0, +o0o] mediante la regla
AMla, b)) =b—a (a <b).

Demuestre que A es una premedida. Utilice los tres ejercicios (lemas) anteriores.
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Clases moné6tonas de conjuntos (tema optativo)

37 Definicién. Escriba la definicién de clase mondtona de conjuntos.
Los siguientes ejercicios de clases mondtonas no se incluyen en el examen.

38 Ejercicio. Demuestre que la interseccion de un conjunto de clases mondtonas es una
clase monotona.

39 Teorema. Sea § un anillo de conjuntos. Demuestre que la clase monotona M generada
por 8 es un c-anillo de conjuntos. En particular, si 8 es una algebra de conjuntos sobre
X, entonces M es una o-algebra sobre X.

40 Corolario (descripcion del o-anillo generado a través de la clase mondtona generada).
Sea § un semianillo de conjuntos sobre X. Denotemos por A al anillo generado por 8 y
por M a la clase monétona generada por A. Demuestre que M es el o-anillo generado por
S. En particular, si § es una semidlgebra sobre X, entonces M es una o-algebra sobre X.
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Medidas exteriores

41 Definicién. Sea X un conjunto y sea o: 2% — [0, +00] ;Cuéndo se dice que ¢ es una
medida exterior sobre X7

42 Ejercicio. Demuestre que cada medida exterior es finitamente subaditiva.

43 Ejercicio. Sea X un conjunto, sea F = 2% y sea u: F — [0, +oc| una medida.
Demuestre que p es una medida exterior.

44 Ejercicio. Sea X = {0,1}. Construya una medida exterior ¢: X — [0,4o00] tal que
¢ no sea medida.

45 Ejemplo. Sea X un conjunto. Definimos ¢: 2¥ — [0, +00] mediante las siguientes
reglas:

= p(2) = 0.
= o(A) =1, si A es un subconjunto unipuntual de X.
= o(A) =+/3,si AC X y A tiene por lo menos dos elementos diferentes.

Demuestre que ¢ es una medida exterior sobre X. Demuestre que si X tiene al menos dos
elementos, entonces ¢ no es medida.

46 Ejercicio. Analice las diferencias sobre los conceptos de medida y medida exterior.
=/ Qué se supone sobre sus dominios?
s ;Cudndo una medida es medida exterior?
» Si F=2%, ;jcudl de los dos conceptos es mas fuerte?

47 Ejercicio (criterio de medida exterior). Muestre que dos condiciones en la definicién

de medida exterior se pueden sustituir por una sola condicién: si A C [ J en By, entonces

p(A) < Z@(Bj)-

48 Ejercicio (hacia la definicién de la medida exterior generada por una premedida).
Sean X un conjunto, A un anillo de conjuntos sobre X, u: A — [0, +00] una premedida.
Para cada Y C X, denotemos por ®y a la coleccion de todas las A-cubiertas numerables

de Y:
Dy = {AGAN: YgUAj}.

jeN
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Para cada sucesion A = (A;),en en AV, denotemos por S(A) la suma de la serie formada
por los valores de p en los elementos de A:

S(A) = Y ul4).

Sean Y, Z C X tales que Y C Z. Demuestre que
D, C Py, S[®z] C S[Py], inf(S[Py]) < inf(S[Pz]).

49 Teorema (la medida exterior generada por una premedida). Sea A un anillo de
conjuntos sobre X y sea p: A — [0, +00] una premedida.

» Escriba la definicién de la medida exterior p*: 2% — [0, +0c] generada por p.
= Demuestre que efectivamente p* es una medida exterior.
» Demuestre que p*(A) = p(A) para cada A en A.

50 Ejercicio (expresién de la medida exterior en términos del semianillo). Sean X un
conjunto, 8§ un semianillo, A el anillo generado por 8, u: A — [0, +0c]| una premedida.
Demuestre que para cada Y en 2%,

p*(Y) = inf {Z p(Sy): (Senest, Yl M(Sj)} :

En otras palabras, este ejercicio afirma que p* se expresa en términos de S-cubiertas
numerables, en vez de A-cubiertas numerables.
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Construccion de Carathéodory:

o-algebra y medida asociadas a una medida exterior

En los siguientes problemas se supone que ¢: 2% — [0, +00] es una medida exterior.

51 Definicién. Escriba la definicién de conjunto ¢-medible (o Carathéodory ¢-medible).
Denotamos la coleccién de los conjuntos p-medibles por C,,.

52 Ejercicio. Escriba la definicién de medida completa.

53 Teorema (sobre la o-dlgebra y la medida asociadas a una medida exterior). C, es
una o-dlgebra. La restriccion de ¢ a Cy, es decir, la funcion ¢le,, es una medida.

Dividimos la demostracion de este teorema en varios ejercicios.

54 Ejercicio. Demuestre que C, es una dlgebra de conjuntos sobre X.

55 Ejercicio. Sean A, B € €, disjuntos y P C X. Demuestre que
o(PN(AUB))=¢(PNA)+ePNB).

56 Ejercicio. Seanm € N, A;,..., A,, € C, mutualmente disjuntos y P C X. Demuestre

que

57 Ejercicio. Sea (A, )nen una sucesion disjunta en C, y sea

Demuestre que B € C, y

58 Ejercicio. Sean X un conjunto y A una algebra de conjuntos sobre X cerrada bajo
uniones numerables disjuntas. Demuestre que A es una o-dlgebra sobre X.

De los lemas (ejercicios) anteriores se sigue que €, es una o-algebra y que la restriccion
v de ¢ a C, es una medida.

59 Ejercicio. Demuestre que
{ACX: ¢(A) =0} Ce,.
Demuestre que v es completa.

60 Teorema (teorema de Carathéodory sobre la extension de una premedida definida en
un anillo a la o-algebra generada por este anillo). Enuncie y demuestre el teorema.
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Medida de Lebesgue en R y sus propiedades

En esta seccién denotamos por 7 a la topologia en R. Sea § el semianillo de intervalos
semiabiertos, definido en el Ejemplo 10, y sea A: 8§ — [0, +0o¢] la premedida en 8 definida
como la longitud de intervalos. Denotemos por A el anillo generado por 8. Denotemos
con la misma letra A la premedida A extendida a A. Denotamos por A* la medida exterior
inducida por A. Definimos la o-algebra de Lebesgue F como la coleccion de Carathéodory
C,+ asociada a A*. Definimos la medida de Lebesgue p como la restriccion A*|s:

St:: 6)\*, ,LL:)\*|9‘

61 Ejercicio. Sea Y C R. Muestre que

AYY%:mf{EXW—@w: p,g €RY, VkeN p, <gq, YQLJ@m%@n
k=1 k=1

Utilice el resultado del Ejercicio 50.

62 Ejercicio. Explique de manera méas detallada como se define la medida de Lebesgue
en R

63 Ejercicio. SeaY C R. En el Ejercicio 61 ya vimos que A*(Y") que involucra S-cubiertas,
es decir, cubiertas por intervalos de la forma [a,b). Demuestre que

A*(Y) = inf {Z(vk —w): w,veRY, VEEN w <, YC U(uk,vk)} .
k=1 k=1

En otras palabras, A\* se expresa en términos de cubiertas por intervalos abiertos de la
forma (a,b).

64 Ejercicio. Demuestre que si A € 7 y A # &, entonces u(A) > 0.

65 Ejercicio. Sean a,b € R tales que a < b. Demuestre que (a,b) € Fy
p((a,b)) = b—a.

Demuestre resultados similares para (a, b y [a, b].

66 Ejercicio. Demuestre que Bg C F.

67 Observacién (tarea adicional). Con el axioma de eleccién se puede demostrar que
Br # F. Un posible camino es usar la funciéon conocida como la “escalera de Cantor”.

68 Ejercicio (criterio de conjunto de Lebesgue de medida cero). Sea Y C R. Demuestre
que las siguientes dos condiciones son equivalentes.

(a) YeFyuY)=0.
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(b) Para cada & > 0 existen u,v € RY tales que u;, < vy para cada k en N,

Y C U(uk,vk), Z(vk —uy) < €.

]
keN k=1

69 Ejercicio (regularidad por arriba de la medida de Lebesgue). Sea Y € F. Demuestre
que para cada ¢ > 0 existe un conjunto A € T talque Y C Ay

p(A) < p(Y) +e.

Como consecuencia,

pu(Y)=inf {u(A): Aer, Y CA}L

70 Ejercicio. Es una versién mas precisa del Ejercicio 69. Sea Y € F. Demuestre que
para cada ¢ > 0 existe un conjunto A € T talque Y C Ay

w(A\Y) <e.

71 Ejercicio (regularidad por abajo de la medida de Lebesgue). Sea Y € F tal que
p1(Y) < 4+00. Demuestre que para cada € > 0 existe un conjunto compacto C' C Y tal que

wY\C) <e.

72 Ejercicio (invarianza bajo traslaciones de la medida de Lebesgue). Demuestre que
para cualquier Y en J y cualquier b en R,

u(Y +b) = (),
Sugerencias. Se recomienda demostrar las siguientes afirmaciones.

» SiAeSybeR, entonces A+beSy

A(A +b) = A(A).

= SiY CRybeR, entonces
(Y +b) =X (Y).

» SiYeTFybeR, entonces Y +beF.
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Existencia de un conjunto no Lebesgue-medible

Antes de estudiar el ejemplo de Vitali, veremos su versién simplificada (que todavia no
sirve para el propédsito principal).

73 Ejercicio (una variaciéon del ejemplo de Vitali). Explique brevemente la definicién del
conjunto R/Q. Usando el axioma de eleccién, elegimos un conjunto W C R tal que para
cada C' € R/Q la interseccién W N C' es un conjunto unipuntual.

[. Demuestre que W es no numerable.

II. Demuestre que la coleccién W + Q, esto es, {W + ¢q: ¢ € Q} es una particién del
conjunto R.

III. Demuestre que si W € F, entonces u(W) = +00. Aqui F es la o-dlgebra de Lebesgue
y 1 es la medida de Lebesgue. Se puede usar el hecho que p es invariante bajo traslaciones.

Observacion. En realidad, W ¢ JF, pero es dificil demostrarlo, y en este ejercicio no se
propone hacerlo. En la solucién del ejercicio no esta permitido usar las propiedades del
conjunto de Vitali; la idea es trabajar directamente con el conjunto W de manera similar.

74 Problema (ejemplo de Vitali). Estudiar el ejemplo de Vitali de conjunto no Lebesgue-
medible.
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Aproximacién de funciones medibles por funciones continuas
(tareas adicionales, no se incluyen en el examen)

75 Problema (teorema de Luzin). Sean a, 8 € R tales que o < 3. Denotemos por J a la
o-dlgebra de Lebesgue en el intervalo [a, §] y por p a la medida de Lebesgue restringida
a este intervalo. Sea f € M([a, f],F, i, C) y sea n > 0. Demuestre que existe un conjunto
cerrado K C [a, 8] tal que f|y es continua y p([a, f]\ K) < n.

76 Problema. Sean o, € R tales que a < (. Denotemos por F a la o-algebra de
Lebesgue en el intervalo [, 5] y por p a la medida de Lebesgue restringida a este intervalo.

Sea f € M(|o, 8], F, 11,C) y sea n > 0. Demuestre que existe una funcién continua g €
C([a, 8], C) tal que

sw 9@ < Ifle v w({reX: f@) £9@)}) <n

z€la,pf]
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