Series de Fourier y coeficientes de Fourier

Problemas para examen

En esta unidad del curso estudiamos propiedades béasicas de las transformadas de Fourier
sobre los grupos Z y R/(27Z).

Grupo R/(TZ)

En esta subseccién fijamos un nuimero real positivo Ty estudiamos el grupo R/(TZ).
Luego vamos a aplicar estos resultados en el caso particular cuando T = 2.

1. La suma de dos conjuntos de nimeros reales. Sean A, B < R. Recuerde la
definicién del conjunto A + B.

2. La suma de un ntimero real y un conjunto de ntiimeros reales. Sean a € R,
B < R. Entonces a + B, por definicién, es lo mismo que {a} + B. Aplique la definicién
anterior y simplifiquela para este caso particular.

3. Subgrupo TZ del grupo R. Demuestre que el conjunto 77 es un subgrupo del grupo
R.

4. Congruencia médulo T'. Defina la relacién de congruencia médulo T en R y de-
muestre que es una relacion de equivalencia.

5. La clase de congruencia médulo T' de un niimero real. Sea x € R. Verifique que
la clase de congruencia modulo 7" del nimero x es el conjunto

z + T7.

6. El conjunto de las clases de congruencia médulo 7. Denotamos por Ry el
conjunto de las clases de equivalencia considerada en el problema anterior.

7. Adicién en Ry. Sean z,y € R. Demuestre que
(x+TZ)+ (y+TZ) = (x +y) + TZ.

8. Ry como un grupo. Explique cémo se define la operacién de adicion en Ry y de-
muestre que Ry es un grupo abeliano.

9. Propiedades importantes de la funcion exponencial. En este tema usamos sin
demostracion las siguientes propiedades conocidas de la funcién exponencial:

1. et = % e¥ para cualesquiera z, w € C.
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2. €% = e para cualquier z en C.
3. Dado w € C\{0}, existe z € C tal que ¢* = w.
4. Sea z € C tal que ¢* = 1. Entonces existe k € Z tal que z = 27k 1.

10. Isomorfismo entre Ry y T. Consideramos la funcién f: R — T definida mediante
la regla

fla) = é"
Usando propiedades conocidas de la funciéon exponencial demuestre que f es un epimor-
fismo de grupos, esto es, f es una funcién suprayectiva y

flx+y)=f@)fly) (z,yeR).

Halle el nicleo de f. Con ayuda del primer teorema de isomorfismos muestre que Ry es
isomorfo a T. Notamos que el resultado es el mismo para todo 7" > 0, asi que los grupos
R correspondientes de a valores diferentes de T', son isomorfos entre si.

Descripcion de los caracteres del grupo Z

11. Sean x,y € R tales que x — y € 27Z, y sea k € Z. Muestre que

eki:c _ ekiy ]
12. Caracter del grupo Z asociado a un elemento de R,,. Sea x € R. Definamos
Yproqz: Z — T mediante la regla

Ypvonz (k) = ekiz

El ejercicio anterior muestra que esta definicion es correcta, es decir, el lado derecho no
depende de la eleccion del representante en la clase de equivalencia. Muestre que ¥, 2.7
es un homomorfismo de Z a T, esto es,

Voro7z(J + k) = Vagonz(J)Varonz(k)

para cualesquiera j y k en Z. Ademas, es obvio que la funcion ¢, 2,7 es continua, porque
la topologia de Z es discreta.

13. Descripcion de los caracteres del grupo Z. Definamos ¥: Ry, — Z mediante la
regla
U(A) =1y (A € Roy),
0 sea
U(x +27Z) (k) ="  (zeR, keZ).

Muestre que ¥ es un isomorfismo de grupos. La parte mas interesante es demostrar que W
es suprayectivo, esto es, cualquier caracter del grupo Z se puede escribir como 1, 2,7 para
algin x en R. En realidad, ademés de ser homomorfismo, ¥ también es homeomorfismo,
pero no lo demostramos en este curso porque no definimos la topologia en el grupo dual.
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Algunas clases de funciones 2w-periddicas

14. Las clases de funciones 2w-periédicas y p-integrables. Sea p € [1, +0). Denota-

mos por Lgﬂ_per(R) a la clase de las funciones f: R — C que son 27-periddicas, Lebesgue-

medibles y tales que la p-ésima potencia de su valor absoluto es Lebesgue-integrable sobre
el intervalo [0, 27):

fle+2m) = f(z) (zeR), Jﬂf@)% <t

0

(R) se define mediante la regla

1 (2 1/p
p,per ‘= (% J;) |f(x)|p dl’) :

En vez de | f||, per escribiremos simplemente || f||,.

- P
La (semi)norma en Ly .

| /]

15. Funciones 27-periédicas esencialmente acotadas. Denotamos por L3, _..(R) al
conjunto de las funciones f: R — C que son 27m-periédicas, Lebesgue-medibles y esen-
cialmente acotadas. La (semi)norma en L3 __ (R) se define como el supremo esencial del

2m-per
valor absoluto de la funcién dada.

16. Relacion entre varias clases de funciones 2mw-periddicas. Demuestre que

Corper(R) € LY o(R) < L3, o (R) < Ly,

2m-per 27m-per

R).

per(

Funciones basicas de Fourier

Para cada k en Z, definamos ¢, : R — T mediante la regla
op(x) = ki
17. Las funciones basicas de Fourier son 2w-periédicas. Sea k € Z. Muestre que
Y es 2m-periddica:
or(z +27m) = pr(x) (x e R).

18. Periodo positivo minimo de la funcién basica de Fourier. La funcién ¢, es
constante, por eso cualquier nimero real es su periodo. Sea k € Z\{0}. Muestre que la

funcion oy, es %—periédica. Determine en qué puntos la funcion ¢y, toma valor 1. Demuestre

quesi 0 < T < %, entonces 7' no es periodo de ;. Haga una conclusién sobre el periodo

positivo minimo de la funcion ¢y.

19. Funciones basicas de Fourier como caracteres del grupo Ra, (problema
optativo). Muestre que las funciones @y se pueden tratar como caracteres del grupo Ry,.
Mas atn, después de estudiar los caracteres del grupo R, es facil demostrar que cualquier
caracter del grupo Ry, es de la forma p, para algin k en Z, y que la correspondencia
k — ¢ es un isomorfismo entre Z y Ry,.
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Coeficientes de Fourier de funciones 27-peridédicas

20. Definicién de los coeficientes de Fourier. Sea f € Ll (R). Definamos ]?2 7 —

2m-per
C mediante la regla
1 2m

fu = 2 ), f(z) e ™% da.

21. Ejemplo. Sea f: R — C la funcién 27-periédica tal que f(x) = x? para cualquier x
en [—m, ]. Deduzca una férmula para f.

22. Ejemplo. f: R — C la funcién 27-periddica tal que f(z) = |z| para cualquier z en
[—7, 7]. Deduzca una férmula para f.

23. Ejemplo. f: R — C la funcién 27r-periddica tal que f(z) = x para cualquier = en
[—7, 7). Deduzca una férmula para fy.

24. Aproximacion de los coeficientes de Fourier por medio de la transformada
discreta de Fourier. Sea f una funcion continuamente derivable en R y 27-periddica,

y sea j € Z. Pongamos
1 n—1 s 94
bj==>en f (ﬂ) : (1)

Demuestre que

donde C' es una constante.

25. Programacion: aproximacion de los coeficientes de Fourier por medio de
la transformada discreta de Fourier. En algiin lenguaje de programacion escriba una
funcién de dos argumentos f y m (se supone que f es una funcién, m es un nimero
entero positivo) que calcule y devuelva una aproximacion de los coeficientes de Fourier
ﬁmﬂ, ey fm,l. Se recomienda poner n = m?, calcular los valores de la funcién f en los
puntos 2kw/n, k€ {0,1,...,n— 1}, y calcular las expresiones (1) usando la transformada
rapida de Fourier. Se puede regresar una matriz de dos columnas:

bm—l b—m+1

26. Programacién: pruebas del calculo de los coeficientes de Fourier. En algin
lenguaje de programacion escriba una funcion de un argumento m que calcule y devuelva
el niimero R

max ‘f] - bj‘,

0<j<m—1
donde f es la funcién del Problema 22, ﬁ), ey fm_l son sus coeficientes de Fourier calcu-
lados por la férmula exacta (deducida en el Problema 22), y by, . .., b,,_1 son los nimeros

que regresa la funcién del Problema 25.
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Series de Fourier absolutamente convergentes

27. Definicion de la serie de Fourier asociada a una sucesién absolutamente
sumable de niimeros complejos. Sea a € (1(Z), esto es, a: Z — C tal que

Z lag| < +o0.

Definimos la funcién @: R — C mediante la regla

i(r) = Y ape’  (zeR) (2)

keZ

Exprese @ en términos de las funciones ¢5. Muestre que la serie en el lado derecho de (2)
converge uniformemente en R.

28. Continuidad y periodicidad de la serie de Fourier asociada a una sucesién
absolutamente sumable de niimeros complejos. Sea a € ¢*(Z). Muestre que @ €

C1271'-per (R) .

29. Coeficientes de Fourier de la serie de Fourier asociadil a una sucesion
absolutamente sumable. Sean a € (}(Z) y f = . Demuestre que f = a.

30. Identidad de Parseval para series de Fourier absolutamente sumables. Sea

a € (1(Z). Demuestre que
1 21

o | fa@)Pde =) |l

2m 0 keZ

31. El nicleo de Poisson. Sea r € (0, 1). Consideremos la sucesién a definida mediante

la regla
ay, = rl*! (ke Z).

La serie de Fourier correspondiente se conoce como el nicleo de Poisson:

P.(x):= Z rlkl gkie

keZ

Deduzca una férmula explicita para P, () usando la férmula para la progresién geométrica.

32. Programacién: aproximacién de las series de Fourier usando la transfor-
mada rapida de Fourier. En algin lenguaje de programacién escriba una funciéon que
aproxime los valores de una suma finita de Fourier dada por sus coeficientes, en los puntos
una malla uniforme del segmento [0, 27]. Se supone que la funcién tiene un argumento,

la matriz de dos columnas
Qo Qo

aq a_q

A —

Ap—1 A_n41
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Denotemos por f a la suma finita de Fourier asociada a estos coeficientes:

n—1
f(z) = Z a; el

j=-n+1

2km

n

La funcién tiene que calcular y devolver el vector v de los valores de f en los puntos

ke{0,1,...,n—1}:
- 2k \ 1"
v = [Uk]kzé - [f (Tﬂ>]k=0.

33. Programacién: prueba numérica de la aproximacion del nicleo de Poisson
por sumas finitas de Fourier. En algiin lenguaje de programacién escriba una funcion
de dos argumentos  y n (se supone que r € (0,1) y n € {1,2,...}) que calcule y devuelva

el niimero o
on (2]
n

donde P, se calcula por la férmula exacta deducida en el Problema 31, y los valores
aproximados v, estan dados por la funcién del Problema 32 aplicada a la matriz de los
ndmeros a;, = k.

max

0<k<n—1 ’

Dos teoremas principales sobre los coeficientes de Fourier
de funciones periodicas Lebesgue-integrables

34. Teorema sobre la propiedad inyectiva de los coeficientes de Fourier. Sea
fe L%W_per(R) tal que la sucesién f es nula. Demuestre que la funcién f vale cero casi en

todas partes.

1

27r_per(]R). Demuestre que

35. Lema de Riemann—Lebesgue. Sea f € L
lim |f,| = 0.
n—0o0

Se recomienda demostrarlo primero para la funcion caracteristica de un intervalo, luego
para funciones escalonadas, y luego para el caso general.

Series de Fourier, problemas para examen, pagina 6 de 10



Series de Fourier cuadrado sumables

36. Ortonormalidad de las funciones basicas de Fourier. Sean p,q € Z. Verifique

que
1 2

o . @p(x) gpq(x) dr = 5p7q'

37. Teorema de Riesz y Fischer sobre la serie de Fourier asociada a una sucesién
cuadrado sumable. Sea a € (?(Z). Demuestre que existe una tnica funcién f de clase

L%W_per(]R) tal que f = a. Indicacién. La unicidad se sigue del Problema 34. Para construir

la funcion f, para cada n € Ny denotemos por 5, a la suma parcial de Fourier

n

Sp(zx) = Z ay, e

k=—n

Demuestre que la sucesién (S,)?_, es de Cauchy en L3 (R). El espacio L3 . (R)

2m-per 2m-per

es completo, por eso existe una funcién f en L3, . (R) tal que |S, — f[2 — 0. Luego

demuestre que f = a.

38. La suma parcial de Fourier como la mejor aproximacién de una funcién

dada por polinomios trigonométricos. Sean f € L3, _ . (R), n € Ny,

(Suf)(@) = Y fret'™  (zeR). (3)
k=—n
Demuestre que para cualquier funcién ¢ de la forma
g(x) _ Z a eki:z:7
k=—n

donde a_,,...,a, € C, se cumple la desigualdad

If =gl =1 = Sufll2-
Maés ain, se cumple la férmula
If = Sals = 1£15 = D5 1Al
k=—n

39. Convergencia de series de Fourier de funciones cuadrado integrables. Sea
feli . (R). Para cada n € Ny definimos S, f mediante la férmula (3). Demuestre que

2m-per
lim ||S,f — f|2 — 0.
n—00

40. La identidad de Parseval. Sea f € L3___(R). Demuestre que

2m-per

1715 = D3 1l

keZ
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Convolucién periédica

41. Sean f, g € Ly, _.(R). Escriba la definicién de la funcién f = g.

42. Sean f e L} (R), k € Z. Demuestre que

2m-per
[ *or = frpr

Convergencia puntual de las series de Fourier

43. Nucleo de Dirichlet. Para cada n en Ny denotemos por D,, a la funcién

Notamos que D,, es un polinomio trigonométrico y que D,, € Caorper(R).

44. El nicleo de Dirichlet en términos de cos. Demuestre que

D,(z)=1+2 Z cos(kx) (x € R).
k=1

45. Los valores del nucleo de Dirichlet en los miiltiplos de 27. Sean n € Ny,
m € Z. Calcule D,,(2mm).

46. El nicleo de Dirichlet como cierto cociente de sen. Sean n € Ny, z € R\(27Z).

Demuestre que
sen (2n+1)x
D,(z) = ——2—.

T
sen 3

47. Las sumas parciales de Fourier en términos del nicleo de Dirichlet. Sean
fe L} .. (R), neNy Denotamos por S, f a la funcién

27m-per

n

(Suf)(@) = Y frekie.

k=—n

Demuestre que

Snf =D, =*f.
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48. Algunas estimaciones para las funciones cos y sen. Demuestre las siguientes
desigualdades:

| cos(z)| < 1, |sen(z)| < 1 (x e R),

[sen(z)[ < [z (zeR),

49. Criterio de convergencia de la serie de Fourier en un punto. Enuncie y
demuestre el criterio correspondiente.

50. Teorema de Dini. Enuncie y demuestre el teorema de Dini que da una condiciéon
suficiente para la convergencia la serie de Fourier en un punto dado.

51. Convergencia puntual de las series de Fourier para funciones Holder-
continuas. Sea « € (0,1]. Escriba la definicién de funciones Hélder-continuas con ex-
ponente . Sea f una funcién de clase Corper(R) y Holder-continua con exponente a.
Demuestre que S, f converge a f en cada punto.

Convergencia uniforme de las sumas promediadas de Fourier

52. Nicleo de Fejér. Sea m € N. Pongamos
=
O = — n; D,.
Demuestre que para cada x en R\ (27Z),

1 /senme\?
(I)m@):E(sen;) ‘

2
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53. Sumas promediadas de Fourier. Sean f € L (R), m € N. Pongamos

2m-per
- 1 m—1
Smf=— Sh
f m; f

Demuestre que §mf =&, = f.
54. Nucleos aproximativos. Enuncie la definicién de nicleo aproximativo.

55. El nicleo de Fejér como un nicleo aproximativo. Demuestre que la sucesion
(®,,)0_, es un nicleo aproximativo.

56. Teorema sobre los niicleos aproximativos y la convergencia uniforme. Sea
(Km)¥_o un nicleo aproximativo y sea f € Coyrper(R). Demuestre que

lim sup |(Ky, = f)(x) = f(2)] = 0.

n—=0 zeR

57. Aproximacion uniforme de funciones continuas 27m-periédicas por polino-
mios trigonométricos. Sea f € Corper(R). De los resultados anteriores concluya que la

sucesion (S, f)w_, converge a la funcién f uniformemente.
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