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Unidad “Integral de Lebesgue”

Objetivo:

definir la integral de Lebesgue y demostrar sus propiedades principales.

Prerrequisitos:

nociones basicas sobre funciones (sobre todo, propiedades de la preimagen),
supremos e infimos, limites superiores e inferiores,

sigma-algebras y sus conjuntos generadores, funciones medibles,

funciones simples y sus propiedades,

medidas y sus propiedades.



@ Integracion de funciones simples medibles positivas

© Integracién de funciones medibles positivas
© Integracién de funciones reales

@ Integracién de funciones complejas
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Funciones medibles

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.

Sea Y =[0,40),0 Y =[0,+¢],0 Y=R,0Y =C.
Denotamos por By la o-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y)={feYX: VBecBy flBlcF}

Para Y =[0,400) o Y =R, los rayos (v, +00) generan By, por eso

feEMX,F,Y) < WYveR fI(v,+0)]eF
<~ VveR {x e X: f(x)>v}eF.
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Funciones simples medibles

Una funcién f: X — Y se llama simple si el conjunto f[Y] es finito.

Representacidon candnica de funciones simples:

m
f= Z vilp,,
j=1

donde vy, ..., vy, € Y, diferentes a pares, (P1,...,Pny,) es una particién de Y.

En la definicién de particién pedimos P; # & para cada j.
f es medible <— Pi,...,Pm e F.

SM(X,F,Y)={f e M(X,F,Y): f[X] es finito}.
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Funciones simples medibles

que se anulan fuera de un conjunto de medida finita

SMi(X, F,u,Y) ={f € SM(X,F,Y): u(F LY \{0}]) < +co }.

Si f € SMi(X,F,p,Y), entonces

m
f:0'1Po+Z‘/J'1’Dj’
j=1
donde vi,...,vym € Y\ {0}, dif. a pares, (P1,..., Pm) es una particién de Y \ Pp,
p(Pj) < +oo para cada jen {1,...,m}.

Se admiten los casos Py = @ y pu(Py) = +o0.
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Funciones indicadoras medibles

J(X, F) ={1la: A€ F}.

jl(X,]-',,u) = {].AZ AeF, M(A) < +OO}.

En estos términos,

SM(X,F,Y) =spany(J(X,F,Y)),
SM1(X, F, 1, Y) = spany (J1(X, F, 1, Y)),

donde spany (C) = las combinaciones lineales de C con coeficientes en Y.
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Varios caminos equivalentes para definir la integral de Lebesgue

Idea principal:

si f:Zlepj, /de,u ::Zvj,u(Pj).
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si f:Zlepj, /de,u ::Zvj,u(Pj).

Esta idea esta realizada en varios caminos diferentes, pero equivalentes entre si.
1. Bartle, Rudin, Cohn, Folland, etc.: empezar con f € SM(X, F, [0, +0)).
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4

. Simonenko: usar particiones del codominio.
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Varios caminos equivalentes para definir la integral de Lebesgue

Idea principal:

si f:Zlepj, /de,u ::Zvj,u(Pj).

Esta idea esta realizada en varios caminos diferentes, pero equivalentes entre si.
1. Bartle, Rudin, Cohn, Folland, etc.: empezar con f € SM(X, F, [0, +0)).
2. Halmos, Royden, etc.: empezar con SM1 (X, F, u, [0, +00)).

3. Empezar con SM; (X, F,u,C).
4. Simonenko: usar particiones del codominio.

En cada uno de estos caminos, la integral se define en varias etapas.

En este curso seguimos el camino 1.
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Definicion de la integral

Sea f € SM(X,F,[0,+)) ysea Ae F.
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica:
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Definicion de la integral

Sea f € SM(X,F,[0,+)) ysea Ae F.
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica:

Definimos

(1)
También denotamos esta integral por / fdu.
A
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Py T V2

P3 P>

/Afdﬂ =vi u(ANP1)+ vo (AN P2) + vz u(AN Ps).
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Integrar sobre un conjunto o sobre todo el espacio

Proposicion

/fdu:/ fladuy.
A X
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Integral de una funcién simple medible positiva

dada por una representacion generalizada

Proposicion

Sea f € SM(X, F,[0,+)),

n
f= Z wi 1g,,
k=1

donde wy, ..., w, € [0,400), (Q1, ..., Qp) un particién generalizada de X.
Sea A € F. Entonces

/ fdu = Zwk,u(QkﬁA).
A k=1
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Propiedades basicas

Proposicion
Si f € SM(X,F,[0,+)) y f(x) = b para cada x en A, entonces

/ Fdu = bu(A).
A
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Propiedades lineales

Proposicion
Sean f € SM(X, F,[0,+)), A € [0,4+00), A € F. Entonces

AQO@:AAf@.

Proposicion

Sean f,g € SM(X,F,[0,+00)), A€ F. Entonces

/U+@@:/f®+/g@.
A A A
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Definicién de [ f para f positiva

Sean f € M(X,F,[0,+0oc]). Pongamos

Df = {g € SM(X,F,[0,+x)): g <f}.
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Definicién de [ f para f positiva

Sean f € M(X,F,[0,+0oc]). Pongamos
Df = {g € SM(X,F,[0,+x)): g <f}.

Dado A € F, definimos Ja: SM(X, F,[0,+0)) — [0, +00),
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e)= [ gdn
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Definicién de [ f para f positiva

Sean f € M(X,F,[0,+0oc]). Pongamos
Df = {g € SM(X,F,[0,+x)): g <f}.

Dado A € F, definimos Ja: SM(X, F,[0,+0)) — [0, +00),

(1)
e)= [ gdn

1)

(2)
/ f dyu = sup(Ja[Df]) = sup{ gdu:  geSM(X,F,[0,+x)), g< f}.
A A
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X

) 1)
/ fd,u::sup{/ gdu: geSM(X,F,[0,+00)), gﬁf}.
A A
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X

) 1)
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X

) 1)
/ fd,u::sup{/ gdu: geSM(X,F,[0,+00)), ggf}.
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X

) 1)
/ fd,u::sup{/ gdu: geSM(X,F,[0,+00)), ggf}.
A A
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Observaciones sobre la definiciéon de [ f para f positiva

Proposicion
Si f e SM(X,F,[0,+0)) y A € F, entonces

(2) (1)
/ fdp= / fdu.
A A
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bservaciones sobre la definicion de [ f para f positiva

Proposicion
Si f € SM(X,F,[0,400)) y A€ F, entonces

() 1
/ fdu= / f dpu.
A A

Proposicion

Si f e M(X,F,[0,+]) y A € F, entonces

/fd,u:/ fladuy.
A X
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Funciones positivas integrables

LNX, F, i, [0, +00]) == {f € M(X, F, [0, +o0]): /X fdu < —|—oo}.
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Algunas propiedades simples

Suponemos f,g € M(X,F,[0,+)), A€ F.
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Algunas propiedades simples

Suponemos f,g € M(X,F,[0,+)), A€ F.

Proposicion

Si f(x) = b para cada x en A, entonces

/ £ du = bu(A).
A
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Algunas propiedades simples

Suponemos f,g € M(X,F,[0,+)), A€ F.

Proposicion

Si f(x) = b para cada x en A, entonces

/ £ du = bu(A).
A

| A\

Proposicion

Si f < g, entonces

/fduﬁ/gdu-
X X




([ funciones medibles positivas
VOO000®O00000000

Desigualdad de Chebyshov—Markov

Proposicion
Sea f € M(X, ,[0,400]) y sea v € (0,+00). Entonces

p{x e X: f(x)>v}) < /fd,u.
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Desigualdad de Chebyshov—Markov

Proposicion
Sea f € M(X, ,[0,400]) y sea v € (0,+00). Entonces

p{x e X: f(x)>v}) < /fd,u

Corolarios:

e Si / fdu < +o0, entonces p({x € X: f(x)=+o0}) =0.
X

e Si / fdu =0, entonces p({x € X: f(x)>0}) =0.
X
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La convergencia puntual no implica la convergencia de las integrales
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La convergencia puntual no implica la convergencia de las integrales

X = ]R, fn = 1[,,’,,), g8 = OR.

fi

— 0
N

w
N
(6]
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La convergencia puntual no implica la convergencia de las integrales

w
~0
o1

VneN /f,,d,uzl, pero /gdu:O.
R R
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Teorema de la convergencia monétona

Teorema

Sea (fn)nen una sucesiéon en M(X, F, [0, +o0]).

Supongamos que para cada x en X la sucesién (f,(x))nen €s creciente.
Pongamos g(x) = Jim fa(x).

Entonces

nler;()/)(fndu:/ngu.
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Teorema de la convergencia monétona

Teorema

Sea (fn)nen una sucesiéon en M(X, F, [0, +o0]).

Supongamos que para cada x en X la sucesién (f,(x))nen €s creciente.
Pongamos g(x) = Jim fa(x).

Entonces

nler;()/)(fndu:/ngu.

El resultado mas dificil en esta unidad del curso (en el camino elegido):
demostrar la desigualdad > en este teorema.
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Teorema de la convergencia monétona

Teorema
Sea (fp)nen una sucesién en M(X, F, [0, +o0]).
Supongamos que para cada x en X la sucesién (f,(x))nen €s creciente.

Pongamos g(x) = Jim fa(x).
Entonces

nler;()/)(fndu:/ngu.

El resultado mas dificil en esta unidad del curso (en el camino elegido):
demostrar la desigualdad > en este teorema.

Un error tipico en la demostracién: creer que existe n tal que f, > g.
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Lema de Fatou

Proposicion
Sea (fy)nen una sucesion en M(X, F, [0, +oc]). Entonces

|Lr1£f/)< fnduzﬁ(l.nnl.ogffn) e
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Aproximacion de la integral por medio de una sucesién de integrales

Corolario (del teorema de la convergencia monétona)
Sea f € M(X,F,[0,+o0)).
Sea (Sp)nen una sucesién en SM(X, F,[0,+00)) tal que s, N f.

Entonces
/fdu_ lim /s,,du.
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La integral de la suma de dos funciones positivas

Proposicion
Si f,g € M(X,F,[0,+]), entonces

/(f+g)du:/ fdu+/gdu.
X X X




([ funciones medibles positivas
VO0000000000e00

La integral de una serie de funciones positivas

Proposicion
Sea (fp)nen una sucesién en M(X, F, [0, +oc]). Entonces

/(if) duzg/xf,,du.
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La medida definida como la integral de una funcién positiva

sobre un conjunto de integracion variable

Proposicion

Sea f € M(X,F,[0,+00]). Definimos ¢: F — [0, 4+o0],

o(A) = /A fdy.

Entonces ¢ es una medida.
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La continuidad de la integral respecto al conjunto de integracion,

para funciones positivas

Proposicion
Sea f € LY(X, F, i1, [0, +00]). Entonces

Ve>0 36>0 VAEF (M(A)<6 — /fdu<5>.
A
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La parte positiva y la parte negativa

. t, t>0, 0, t>0,
Definimos P, N: R — [0, +00), P(t) = N(t) =
0, t<0;
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La parte positiva y la parte negativa

. t, t>0, 0, t>0,
Definimos P, N: R — [0, +00), P(t) = N(t) =
0, t<0;

Dada f: X — R, tenemos

f=(Pof)=(Nof), [fl=(Pof)+(Nof).
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. t, t>0, 0, t>0,
Definimos P, N: R — [0, +00), P(t) = N(t) =
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La parte positiva y la parte negativa

. t, t>0, 0, t>0,
Definimos P, N: R — [0, +00), P(t) = N(t) =
0, t<0;

Dada f: X — R, tenemos
f=(Pof)—(Nof), |fl=(Pof)+ (Nof).

La dltima igualdad implica que Pof < |f|y Nof <|f].

Proposicion

Sea f € M(X,F,R). Entonces

/|f|d,u<+oo = /(Pof)du<+oo A /(Nof)d,u<+oo.
X X X
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Definicién de | f para f real medible

LY X, Ty, R) = {f € M(X, F,R): / Il du < +oo}.
X
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SifelY(X,F,u,R)y Ac F,
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Definicién de | f para f real medible

LY X, Ty, R) = {f € M(X, F,R): / Il du < +oo}.
X

SifelY(X,F,u,R)y Ac F,

Proposiciéon

(3) (2)
Sif e £1(X,.7:,M, [0, +¢]) y A € F, entonces / fdu = / fdu.
A A
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RN
/

®3) ) )
/ fdu::/ (Pof)du—/ (Nof)du.
A A

A
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PN
4

®3) ) )
/ fdu::/ (Pof)du—/ (Nof)du.
A A

A
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Propiedad aditiva

Proposicion
Sean f,g € L}(X,F,u,R), Ac F. Entonces

/(f—i—g)d,u:/fdqu/gd,u.
A A A
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Propiedad aditiva

Proposicion
Sean f,g € L}(X,F,u,R), Ac F. Entonces
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A A A

Una demostracion falsa: Po(f+g)=(Pof)+(Pog).
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Propiedad aditiva

Proposicion
Sean f,g € L}(X,F,u,R), Ac F. Entonces

/(f—i—g)d,u:/fdqu/gd,u.
A A A

Una demostracion falsa: Po(f+g)=(Pof)+(Pog).

Idea de una demostracion correcta:
Po(f+g)—No(f+g)=f+g=Pof—-Nof+Pog—Nog,

Po(f+g)+Nof+Nog=No(f+g)+Pof+Pog.
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@ Integracién de funciones complejas
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La parte real y la parte imaginaria

Paraze C,z=x+iy (con x,y € R), Re(z) =x, Im(z) =y.

Entonces

z = Re(z) +ilm(2), |z| = \/Re 2+ 1Im(z

2| <[Re(z)[ +[Im(2),  [Re(z)[ <z, [Im(2)] <|z].

Proposicion

Sea f € M(X,F,C). Entonces

/]f\du<+oo — /\Re(f)\du<+oo A /]Im(f)]du<—|—oo.
X X X
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Definicién de | f para f compleja
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Definicién de | f para f compleja

LYX,F,u,C) = {f € M(X,F,C): / Ifldp < +oo}.
X

Si feLYX,F,u,C), Ac F,

4) (3) (3)
/ # el ::/ Re(f)d,u—i—i/ [m{£)d.
A A A
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Definicién de | f para f compleja

LYX,F,u,C) = {f € M(X,F,C): / Ifldp < +oo}.
X

Si feLYX,F,u,C), Ac F,

4) (3) (3)
/ # el ::/ Re(f)d,u—i—i/ [m{£)d.
A A A

Proposiciéon

(4) 3)
Si fe LYX,F,u,R)y Ac F, entonces / fdu:/ fdu.
A A
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Propiedades lineales

Proposicion

Sean f,g € L}(X,F,u,C), A€ C, Ac F. Entonces

/(f+g)du=/fdu+/gdu,
A A A

/A(Af)duz )\/Afdu.
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Propiedades lineales

Proposicion

Sean f,g € L}(X,F,u,C), A€ C, Ac F. Entonces

/(f+g)du=/fdu+/gdu,
A A A

/A(Af)duz )\/Afdu.

Sale facilmente de las propiedades lineales de | de funciones reales,

usando propiedades de Re e Im:

Re(f + g) = Re(f) + Re(g), Re(Af) = Re(A)Re(f) — Im(X) Im(f),
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El valor absoluto de la integral

Teorema
Sea f € LY(X,F,u,C). Entonces

’/ fdu‘g/\fldu-
X X
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El valor absoluto de la integral

Teorema
Sea f € LY(X,F,u,C). Entonces

’/ fdu‘g/\fldu-
X X

Un camino malo de demostracion:
Si empezamos con | [ f| < |[ Re(f)| + |/ Im(f)], no podremos llegar al resultado.
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El valor absoluto de la integral

Teorema
Sea f € LY(X,F,u,C). Entonces

’/ fdu'g/\fldu-
X X

Un camino malo de demostracion:

Si empezamos con | [ f| < |[ Re(f)| + |/ Im(f)], no podremos llegar al resultado.

Un camino bueno:

poner z = / fdu yencontrar 7 con |T| =1y 7z =|z|.
X
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El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

Teorema
Sea (fy)nen una sucesion en M(X, F, ) y sea g € M(X,F, u).
Supongamos que f, X, g.

Adicionalmente, suponemos que
3h e LY X, F, i, [0,+0q]) tal que |f,| < h para cada n.

Entonces

Iim/f,,d :/ dp.
s M Xgﬂ

Idea de demostracion: aplicar el lema de Fatou a la sucesién (2h — |f,, — g])neN.
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La integral de una serie de funciones complejas

Proposicion

Sea (fy)nen una sucesién en M(X, F, u) tal que

o0
Z/ |fo] dpp < 4-00.
n=1"X

Entonces

/)((gf> dpzi/}(fndu.
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Igualdad de funciones casi en todas partes

Para f,g € M(X,F,C),

f Lot g ety p({x e X: f(x) # g(x)}) =0.

Esta relacién binaria es una relacién de equivalencia.

i c.t.p.
Si f L= g, entonces

/]f|du<+oo — /|g]du<+oo,
X X

/fdu:/gdu.
X X
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La continuidad de la integral respecto al conjunto de integracion,

para funciones complejas

Consideramos F con la siguiente pseudométrica:

p(P, Q) = u(PAQ).
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La continuidad de la integral respecto al conjunto de integracion,

para funciones complejas

Consideramos F con la siguiente pseudométrica:

p(P, Q) = u(PAQ).

Proposicion

Sea f € LY(X,F,u,C). Definimos ¢: F — C,

o(P) ::/Pfdu.

Entonces ¢ es una funcién uniformemente continua.
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Razones para usar la integral de Lebesgue

(en vez de la integral de Riemann)

@ En varios ejemplos, los dominios de funciones no tienen una estructura buena
y no se identifican facilmente con subconjuntos de R".

En estos casos la integral de Riemann no esta definida.
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Razones para usar la integral de Lebesgue

(en vez de la integral de Riemann)

@ En varios ejemplos, los dominios de funciones no tienen una estructura buena
y no se identifican facilmente con subconjuntos de R".

En estos casos la integral de Riemann no esta definida.
@ Hay funciones que no son Riemann-integrables, pero son Lebesgue-integrables.

@ En la teoria de la integral de Lebesgue hay herramientas mas poderosas

(por ejemplo, los teoremas de convergencia).

@ Los espacios LP(X,F, u,C) son completos.
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Una aplicacién importante: espacios de funciones p-integrables

Para p € [1,400),

LP(X, F. 1, C) ::{feM(X,f,C): / |f\pd,u<+oo}.
X

Los espacios LP(X, F, u, C) son completos.

Varios objetos de estudio de la mecénica cuantica se pueden identificar
con operadores lineales (no acotados) en £2(X, F, u,C).
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