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Objetivo:
dado un intervalo X C R y una funcién f: X — R,
caracterizar la convexidad de f en términos de sus diferencias divididas.
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Objetivo:
dado un intervalo X C R y una funcién f: X — R,
caracterizar la convexidad de f en términos de sus diferencias divididas.

Prerrequisitos:
@ definicion de funciones convexas,
o diferencias divididas del primer y segundo orden,

@ los puntos intermedios de un intervalo son las combinaciones convexas de los extremos.

Aplicaciones:
@ propiedades de las derivadas laterales de una funcién convexa,

@ criterio de convexidad en términos de las derivadas.



@ Repaso: los intervalos son los subconjuntos convexos de R

© Repaso: la definicién de funcién convexa

© Repaso: las diferencias divididas del primer y segundo orden

@ Criterio de funcién convexa en términos de las diferencias divididas



Los subconjuntos convexos de los reales son los intervalos

Proposicién
Dado X C R con X # (), las siguientes condiciones son equivalentes:
@ X es convexo,

@ X es un intervalo, es decir, X tiene una de las siguientes formas (con a, b € R):
R’ [a,+oo[, ]aa +OO[7 ] — 090, b]7 ]7007 b[7

[a,b], [a,b[, ]a,b], ]a,b|.

e |inf(X),sup(X)[C X,
@ X es conexo,

@ X es arco-conexo.




Repaso: los puntos intermedios de un intervalo

son las combinaciones convexas estrictas de los extremos

Proposicién

Sean x1, X2, x3 € R tales que x; < xo < x3. Pongamos
A=

Entonces0 < A <1y
Xo = (1 = )\)X]_ + AXx3.




Repaso: los puntos intermedios de un intervalo

son las combinaciones convexas estrictas de los extremos

Proposicién
Sean x1, X2, x3 € R tales que x; < xo < x3. Pongamos

X2 —X1

A= .
X3 — X1

Entonces0 < A <1y
Xy = (1 — )\)Xl + Axs.




Repaso: las combinaciones convexas estrictas

de los extremos de un intervalo son sus puntos intermedios

Proposicién
Sean xj,x3 € R tales que x; < x3 y sea A €]0,1[. Pongamos
x2 = (1= X)x1 + Ax3.

Entonces x; < x» < x3,




Repaso: las combinaciones convexas estrictas

de los extremos de un intervalo son sus puntos intermedios

Proposicién
Sean xj,x3 € R tales que x; < x3 y sea A €]0,1[. Pongamos
x2 = (1= X)x1 + Ax3.

Entonces x; < x» < x3,
X2 — X1

X3 — X1




Repaso: las combinaciones convexas estrictas

de los extremos de un intervalo son sus puntos intermedios

Proposicién
Sean xj,x3 € R tales que x; < x3 y sea A €]0,1[. Pongamos
x2 = (1= X)x1 + Ax3.

Entonces x; < x» < x3,




Funciones convexas de una variable real

Sea X un intervalo de R. Una funcién f: X — R es llamada convexa si

Va,be X  VA€[0,1]

F((1 — A)a+ Ab) < (1 — A)f(a) + AF(b).



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad

F((1— A)a+ Ab) < (1 — \)Ff(a) + A (b).



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad
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Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad
f((1—=Xa+ Ab) < (1—AN)f(a) + Af(b).
Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:

f(1-a)=1-f(a).
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Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
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Cuando A = 0, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad
f((1—=Xa+ Ab) < (1—AN)f(a) + Af(b).
Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
f(1-a)=1-f(a).
Cuando A = 0, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:

f(1-a)=1-f(a).



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad
f((1—=Xa+ Ab) < (1—AN)f(a) + Af(b).
Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
f(1-a)=1-f(a).
Cuando A = 0, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
f(1-a)=1-f(a).

Cuando A =1, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:



Analicemos algunos casos triviales en la desigualdad
f((1—=Xa+ Ab) < (1—AN)f(a) + Af(b).
Cuando a = b, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
f(1-a)=1-f(a).
Cuando A = 0, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:
f(1-a)=1-f(a).
Cuando A =1, para cualquier funcién f se cumple la igualdad:

F(1-b) =1-f(b).



Criterio trivial de funcién convexa (quitando los casos triviales)

Proposicién

Sea X un intervalo de R. Una funcién f: X — R es convexa si, y solo si,
V(a,b) € {(x,y) € X?: x#y}  VA€]0,1]

F((1—A)a+ Ab) < (1— A)f(a) + AF(b).




Definicidn de funcidon estrictamente convexa

Sea X un intervalo de R. Una funcién f: X — R es estrictamente convexa , si
W(a,b) € {(x,y) €X*: x#y}  YA€l01]

f((L—X)a+ Ab) < (1—N)f(a) + \f(b).



Repaso: diferencias divididas del primer y segundo orden

Sea X CR ysea f: X — R una funcién. Para x3,x2 € X con x1 # xo,

fxe) — f(a)

X2 — X1

Af(Xl,Xz) =

Para x1, xo, x3 diferentes a pares,

Ar(x2,x3) — Af(x1, X0
Af(Xl,Xg,X3) — ( ):2 — ( ! )




Repaso: Af(x1, x2) es una combinacién lineal de f(x1) y f(x2)

Af(xl,XQ) = f(Xl) + f(Xg).



Repaso: Af(x1, x2) es una combinacién lineal de f(x1) y f(x2)

Af(X]_,Xz) = f(Xl) +

f(x2).
X1 — X2 X2 — X1 (Xg)



Repaso: Af(x1, x2) es una combinacién lineal de f(x1) y f(x2)

1 1
f(Xl) +
X1 — X2 X2 — X1

Af(x1,x2) = f(x2).

Esta férmula implica que
Af(x1,x2) = Df(x2, x1).



Repaso: Af(x1, X2, x3) es una combinacién lineal de f(x;), f(x2), f(x3)
Af(Xl,XQ,X3) = f(Xl)

+ f(x2)

+ f(X3).



Repaso: Af(x1, X2, x3) es una combinacién lineal de f(x;), f(x2), f(x3)

1

Af(x1,x2,x3) = (a —%0)(a — ) f(x1)
1

t Te—albe—xa) 02

+ L o)

(X3 — x1)(x3 — x2)



Repaso: Af(x1, X2, x3) es una combinacién lineal de f(x;), f(x2), f(x3)

1

Af(x1,x2,x3) = o — )01 =) f(x1)
1

T e —)ba—r) 02

+ : F(xs)

(X3 — x1)(x3 — x2)

Esta férmula implica la simetria de Af(x1, x2, x3) respecto a x1, X2, X3:

Af(x1,x0,x3) = Af(x1,x3,x2) = Af(x2, X1, X3) = ...



El lema principal
Sea X un intervalo de R, sea f: X — R y sean x1,x2, x3 € R tales que x; < x» < x3.

X3 — X2

Entonces las siguientes desigualdades son equivalentes.
X2 — X1
f(Xl) ar

f <
(a) (Xz) T X3 —X1 X3 — X1

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3).

f(x3).

() Af(x1,x3) < Af(x2,x3).
(d) Af(x1,x) < Af(x, x3).

(e) Af(X17X27X3) >0




Ejercicio: entender el sentido geométrico de las condiciones (a)—(d)

X3 — X2 X2 — X1

(@) f(x)

IA

f(Xl) +

X3 — X1 X3 — X1

f(x3).

X1 X2

X3



Ejercicio: entender el sentido geométrico de las

X3 — X2 X2 — X1

(a) f(x) < f(xi) +

X3 — X1 X3 — X1

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3).

f(x3).

condiciones (a)—(d)

X1 X2

X3



Ejercicio: entender el sentido geométrico de las condiciones (a)—(d)

X3 — X2 X2 — X1

(a) flx) <

f(Xl) —+
X3 — X1 X3 — X1

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3).

f(x3).

(C) Af(X]_,X3) < Af(Xz,X3).

X1 X2



Ejercicio: entender el sentido geométrico de las condiciones (a)—(d)

X3 — X2 X2 — X1

(a) fx) < f(x3).

f(Xl) +

X3 — X1 X3 — X1

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3).

(C) Af(X]_,X3) < Af(Xz,X3).

(d) Af(x1,x) < Af(x2,x3). X1 X2



Demostracién del lema, (a)=-(d)

Supongamos que se cumple (a):




Demostracién del lema, (a)=-(d)

Supongamos que se cumple (a):

X3 — X2 X2 — X1

f < f f(x3).
() < po— () + o (x3)
Escribimos f(x2) como 1 - f(x2), luego
X3 — X2 Xo — X1 — X1
f X2 ¢ f(x3).
<X3 — X1 + X3 — X1> (X2) X3 — X1 ( ) — X1 (X3)



Demostracién del lema, (a)=-(d)

Supongamos que se cumple (a):

X3 — X2 X2 — X1

f(XQ) < f(Xl) +

X3 — X1 X3 — X1

Escribimos f(x2) como 1 - f(x2), luego

(B2 22 ) < 2220 ) +
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1

Reagrupamos los términos:

f(x3).

— X1

— X1

f(x3).



Demostracién del lema, (a)=-(d)

Supongamos que se cumple (a):

X3 — Xo Xo — X1
f < f f .
() < po— () + o (x3)

Escribimos f(x2) como 1 - f(x2), luego

X3 — X X2 — X X3 — X X2 — X
< 3 2 + 2 1) f(X2) < 3 2 f(Xl) + 2 1 f(X3).
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1

Reagrupamos los términos:

X3 — X2

(F(x2) — F(x1)) < 2722 (F(xs) — F(x2)).

X3 — X1 X3 — X1



X2 — X1
X3 — X2 2

(f() — f(3)) <

X3 — X1
X3 — X1 3

(f(X3) — f(X2))



X3 — X2 X2 — X1

(f() — f(3)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(X2))

Multiplicamos por x3 — x; y dividimos entre (x2 — x1)(x3 — x2):



X3 — X2 X2 — X1

(f() — f(3)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(X2))

Multiplicamos por x3 — x; y dividimos entre (x2 — x1)(x3 — x2):

f(xe) — f(xa) < f(xs) — fl)

X2 — X1 X3 — X2




X3 — X2 X2 — X1

(f() — f(3)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(X2))

Multiplicamos por x3 — x; y dividimos entre (x2 — x1)(x3 — x2):

f(xe) — f(xa) < f(xs) — fl)

X2 — X1 X3 — X2

Esto significa que



X3 — X2 X2 — X1

(f() — f(3)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(X2))

Multiplicamos por x3 — x; y dividimos entre (x2 — x1)(x3 — x2):

f(xe) — f(xa) < f(xs) — fl)

X2 — X1 X3 — X2

Esto significa que
Ar(x1,x2) < Af(x2, x3)



X3 — X2 X2 — X1

(f() — f(3)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(X2))

Multiplicamos por x3 — x; y dividimos entre (x2 — x1)(x3 — x2):

f(xe) — f(xa) < f(xs) — fl)

X2 — X1 X3 — X2

Esto significa que
Ar(x1,x2) < Af(x2, x3)

Hemos obtenido (d).



Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.



Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.

Supongamos (d):
Ar(x1,x2) < Af(x2, X3).



Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.
Supongamos (d):

Af(x1,x2) < Af(x2, x3).

Escribimos las diferencias divididas en su forma explicita:



Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.
Supongamos (d):

Ar(x1,x2) < Af(x2, x3).
Escribimos las diferencias divididas en su forma explicita:

fixe) — f(x1) _ flxs) = fxe)
Xo — X1 - X3 — X2




Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.
Supongamos (d):

Ar(x1,x2) < Af(x2, x3).
Escribimos las diferencias divididas en su forma explicita:

fie) = flx1) _ fixs) = fx)

Xo — X1 - X3 — X2

Multiplicamos ambos lados por (x2 — x1)(x3 — x2) y dividimos entre x3 — xi:



Demostracién del lema, (d)=(a)

Hacemos el razonamiento anterior en el orden invertido.
Supongamos (d):

Af(x1,x2) < Af(x2, x3).

Escribimos las diferencias divididas en su forma explicita:

f(xe) — f(xa) <

X2 — X1 X3 — X2

f(x3) — f(x2)

Multiplicamos ambos lados por (x2 — x1)(x3 — x2) y dividimos entre x3 — xi:

X3 — X2

(F(x2) — F(x1)) < 222 (F(xs) — F(x2)).

X3 — X1 X3 — X1



X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl))

X3 — X1 X3 — X1

IN

(f(X3) — f(xz)).



X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) = f(xz)).

Separamos las moscas de las albéndigas:



X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(xz)).

Separamos las moscas de las albéndigas:

<x2 —x1 N X3 —X2) Flx0) < X3 — Xo Fx) + Xo — X1 F(x).

X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1 X3 — X1




X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) — f(xz)).

Separamos las moscas de las albéndigas:

<x2 —x1 N X3 —X2> Flx0) < X3 — Xo Fx) + Xo — X1 F(x).
1

X3—XT X3—X1 X3 — X1 X3 — X

La suma de los dos cocientes en el lado izquierdo es



X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) = f(xz)).

Separamos las moscas de las albéndigas:

<x2 —x1 N X3 —X2> Flx0) < X3 — Xo Fx) + Xo — X1 F(x).
1

X3—XT X3—X1 X3 — X1 X3 — X

La suma de los dos cocientes en el lado izquierdo es 1.



X3 — X2 X2 — X1

(f(xz) = f(xl)) <

X3 — X1 X3 — X1

(f(X3) = f(xz)).

Separamos las moscas de las albéndigas:

<x2 —x1 N X3 —X2> Flx0) < X3 — Xo Fx) + Xo — X1 F(x).

X3 — X1 X3—X] X3 — X1 X3 — X1
La suma de los dos cocientes en el lado izquierdo es 1.

Obtuvimos (a).



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(Xl,Xz) < Af(XQ,X3) f=——1



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(Xl,Xg) < Af(XQ,X3) p=——1 Af(XQ,X3) = Af(Xl,Xg) > 0



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(Xl,Xg) < Af(XQ,X3) p=——1 Af(XQ,X3) = Af(Xl,Xg) > 0

x3—x1>0



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(Xl,Xg) < Af(X2,X3) p=——1 Af(XQ,X3) = Af(Xl,Xg) > 0
x3—x1>0 Ar(xe,x3) = Ar(xa, %) o

X3 — X1



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(X]_,X2) < Af(X2,X3) p=——1 Af(XQ,X3) = Af(Xl,Xg) > 0
x3—x1>0 Ar(xe,x3) = Ar(xa, %) o
X3 — X1 o



Demostracion del lema, (d)<(e)

Af(X]_,X2) < Af(X2,X3) p=——1 Af(XQ,X3) = Af(Xl,Xg) > 0
x3—x1>0 Ar(xe,x3) = Ar(xa, %) o 0
X3 — X1 -

— Af(Xl,XQ,Xg,) > 0.



Ejercicio: el resto de la demostracién

Ejercicio. Demostrar las implicaciones
o (a)=(b),

b)=(a
(
(

a

( ),
e (a)=(c),
(c)=(a).



Criterio de convexidad de una funcién
en términos de sus diferencias divididas del primer y segundo orden

Teorema

Sea X un intervalo de R y sea f: X — R una funcién.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es convexa;

(

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3) para todos x1,x2, x3 € X tales que x3 < xp < x3;
(c) Af(x1,x3) < Af(x2,x3) para todos x1,x2,x3 € X tales que x3 < xp < x3;
(d)
(e) A

(
d) Af(x1,x2) < Af(x2,x3) para todos xi,x2, x3 € X tales que x; < xo < x3.
(

e f(x1, x2, x3) > 0 para todos x1, x2, x3 en X, diferentes a pares.




Criterio de convexidad de una funcién
en términos de sus diferencias divididas del primer y segundo orden

Teorema

Sea X un intervalo de R y sea f: X — R una funcién.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es convexa;

(

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3) para todos x1,x2, x3 € X tales que x3 < xp < x3;
(c) Af(x1,x3) < Af(x2,x3) para todos x1,x2,x3 € X tales que x3 < xp < x3;
(d)
(e) A

(
d) Af(x1,x2) < Af(x2,x3) para todos xi,x2, x3 € X tales que x; < xo < x3.
(

e f(x1, x2, x3) > 0 para todos x1, x2, x3 en X, diferentes a pares.

La demostracién sale facilmente del lema y de otras ideas que ya vimos.



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.

A=



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.

X2 — X1

A=

X3—X1.



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.

X2 — X1

A=

X3—X1.

Entonces sabemos que



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.

X2 — X1

A=

X3—X1.

Entonces sabemos que 0 < A <1y xx = (1 — A)x3 + Axs.



Demostracién del teorema, (a)=-(b)

Supongamos que f es convexa. Queremos demostrar (b).

Sean x1, x2, x3 en X tales que x; < x» < x3.

X2 — X1

A=

X3 —Xl.
Entonces sabemos que 0 < A <1y xx = (1 — A)x3 + Axs.

Por la suposicién que f es convexa, tenemos

f((l = )\)Xl + )\X3) < (1 = A)f(Xl) + )\f(X3)



f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).



f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).

Esta desigualdad se convierte en



f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).

Esta desigualdad se convierte en

X3 — X2 X2 —X1

f(XQ) S

f(x)+

X3 —X1 X3 — X1

f(XQ).



f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).

Esta desigualdad se convierte en

X3 — X2 X2 —X1

f(XQ) S

f(x)+

X3 —X1 X3 — X1

f(XQ).

Es la desigualdad (a) del lema.



f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).

Esta desigualdad se convierte en

X3 — X2 X2 —X1

f(XQ) S

f(x)+

X3 —X1 X3 — X1

f(XQ).

Es la desigualdad (a) del lema.

Luego se cumple la desigualdad (b) del lema:

Af(x1,x2) < Af(x1,x3).



Demostracién del teorema, (b)=>(a)

Supongamos que se cumple (b). Queremos demostrar que f es convexa.



Demostracién del teorema, (b)=>(a)

Supongamos que se cumple (b). Queremos demostrar que f es convexa.
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Demostracién del teorema, (b)=>(a)

Supongamos que se cumple (b). Queremos demostrar que f es convexa.
Elegimos dos puntos en X, los denotamos por xi, x3.

Consideremos el caso x; < x3, porque
@ el caso x; = x3 es trivial,

@ el caso x; > x3 es similar.

Sea A € [0,1]. Los casos A =0 y A =1 son triviales, por eso suponemos que 0 < \ < 1.
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Entonces x; < x» < x3,
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Definimos xo como

xo = (1= A)x1 + Ax3.

Entonces x; < x» < x3,

Por el lema, de la desigualdad (b) sale (a):

X3 — X2 X2 — X1
f < f f .
(x2) < p— (x1) + po— (x3)




Definimos xo como

xo = (1= A)x1 + Ax3.

Entonces x; < x» < x3,

Por el lema, de la desigualdad (b) sale (a):

X3 — X Xo — X
fo) < 2—2f(x) + 21
X3 — X1 X3 — X1

f(x3).
Luego

f((]. = )\)Xl + )\X3) < (1 = )\)f(Xl) + )\f(X3).
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Supongamos que f es convexa.

Sean x1, x2, x3 € X, diferentes a pares.

Si x1 < x2 < x3, por la implicacién (a)=-(e) del lema tenemos
Af(x1,x2,x3) > 0.
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Demostracion del teorema, (a)=(e)

Supongamos que f es convexa.

Sean x1, x2, x3 € X, diferentes a pares.

Si x1 < x2 < x3, por la implicacién (a)=-(e) del lema tenemos

Af(x1,x,x3) > 0.

Si x; < x3 < xp, entonces usamos la simetria y aplicamos el lema a los puntos xi, X3, xa:

Af(x1,x0,x3) = Af(x1,x3,x2) > 0.

Los demds casos se consideran de manera similar.
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Ejercicio

. Demostrar el resto del teorema:

(c)=(a), (a)=(d), (d)=(a), (e)=(a).
. Demostrar el teorema de manera directa, incluyendo los razonamientos del lema.

. Enunciar y demostrar el teorema similar para las funciones estrictamente convexas.



Ejercicio. Demostrar el resto del teorema:

(@)=(c), (c)=(), (a)=(d), (d)=(a), (e)=(a).
Ejercicio. Demostrar el teorema de manera directa, incluyendo los razonamientos del lema.
Ejercicio. Enunciar y demostrar el teorema similar para las funciones estrictamente convexas.

Ejercicio. Sea X = [0, +o0 y sea f(t) = t>.
Escribir Af(x1, X2, x3) como un polinomio en las variables xi, x, x3.

Demostrar que f es convexa.
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