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Objetivo

Dado un intervalo X de R y una funcién convexa f: X — R,

estudiar las derivadas laterales de f.



Prerrequisitos

Subconjuntos convexos del eje real.

Criterio de convexidad en términos de las diferencias divididas.

o Limites de funciones mondtonas en términos de supremos e infimos.

@ Definicién de las derivadas laterales.



Aplicaciones

@ Criterios de convexidad en términos de derivadas.

@ El teorema de la recta basica de la grafica de una funcién convexa.



© Repaso de herramientas

© Funciones convexas y derivadas laterales



Repaso: funciones convexas de una variable real

Sea X un intervalo de R.
Una funcién f: X — R es llamada convexa si

Vx,y € X VA €[0,1]

F((L—=XN)x+Ay) < (1= Nf(x)+ Af(y).



Repaso: funciones convexas de una variable real

Sea X un intervalo de R.

Una funcién f: X — R es llamada convexa si

Vx,y € X VA €[0,1]

F((L—=XN)x+Ay) < (1= Nf(x)+ Af(y).

Ejercicio. Recordar la definicidn de la funcién estrictamente convexa .



Repaso: diferencias divididas del primer orden

Sean X CR, f: X =R, x,x € X, x1 # xo.

Af(x, %) = w



Repaso: criterio de la convexidad en términos de Af

Teorema

Sea X un intervalo de R y sea f: X — R una funcién.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es convexa;

(

(b) Af(x1,x2) < Af(x1,x3) para todos xi, x2,x3 € X tales que x; < x2 < x3;
(c) Af(x1,x3) < Af(x2,x3) para todos x1,x2, x3 € X tales que x3 < xp < x3;
(d) Af(x1,x2) < Af(x2,x3) para todos x1,x2,x3 € X tales que x3 < xp < x3.
(&) A

e f(x1, x2, x3) > 0 para todos x1, x2, x3 en X, diferentes a pares.




El sentido geométrico del criterio de convexidad en términos de Af

(a) f(x2) < (1= N)f(x1) + Af(x3),
donde xp = (1 — A\)x1 + Axs.

X1 X2

X3



El sentido geométrico del criterio de convexidad en términos de Af

(a) f(x2) < (1= N)f(x1) + Af(x3),
donde xp = (1 — A\)x1 + Axs.

(b) Af(x1,x) < Af(x1,x3).

X1 X2

X3



El sentido geométrico del criterio de convexidad en términos de Af

(a) f(x2) < (1 —N)f(x1) + Af(x3),

donde xp = (1 — A\)x1 + Axs.
(b) Af(x1,x2) < Af(x1, x3).

(c) Af(x1,x3) < Af(x2, x3).

X1

X2

X3



El sentido geométrico del criterio de convexidad en términos de Af

(a) f(x2) < (1= N)f(x1) + Af(x3),
donde xp = (1 — A\)x1 + Axs.

(b) Af(x1,x) < Af(x1,x3).

(c) Af(x1,x3) < Af(x2, x3).

(d) Af(x1,x) < Af(x2,x3). X -



Repaso: sobre los limites de la funcién creciente en los extremos

Proposicién
Sean Y un intervalo en R, u:=inf(Y), v :=sup(Y),
ysea g: Y — R una funcién creciente.
Entonces
lim g(t) = inf(g[Y \ {u}]), i g(z) = sup(g[¥ \ {v}]).

t>u t<v
tey tey




Repaso: sobre los limites de la funcién creciente en los extremos

Proposicién
Sean Y un intervalo en R, u:=inf(Y), v :=sup(Y),
ysea g: Y — R una funcién creciente.
Entonces
lim g(t) = inf(g[Y \ {u}]), i g(¢) = sup(g[Y \ {V}]).

t>u t<v
tey tey

Ejercicio. Recordar una proposicién similar sobre las funciones decrecientes.



Definicidn: derivadas laterales

Sean X C R un intervalo, a:=inf(X), b= sup(X).
Sean f: X - R, x¢e€X.



Definicidon: derivadas laterales

Sean X C R un intervalo, a:=inf(X), b= sup(X).

Sean f: X = R, xé€X.

Si x # a, entonces la derivada izquierda de f en x es

q(X) = t'ﬂ]( Af(x, t), esto es,
t<x

!
izq

6=
t<x

(1) - F(x)

t—Xx



Definicidon: derivadas laterales

Sean X C R un intervalo, a:=inf(X), b= sup(X).
Sean f: X - R, xe&X.

Si x # a, entonces la derivada izquierda de f en x es

i;q(X) = l!ll_rllAf(Xu t)v esto es, i;q(X) = {'l_rfl
t<x <X

Si x # b, entonces la derivada derecha de f en x es

fler(x) = lim Af(t, x), esto es, flo (x) = lim
t>x

t>x

(1) - F(x)

t—Xx

(1)~ F(x)

t—x



Ejemplo: funcién convexa fracturada

f: R—R,

1 1
f(x) = <t Z(l + |x])2.




Ejemplo: funcién convexa fracturada

f: R—R,

1 1
f(x) = <t Z(l + |x])2.

En este ejemplo f es convexa,

i;q(o) <0< fd/er(o)'




Ejemplo: funcién convexa fracturada

f: R—R,
1 1
f(x) = <t Z(l + |x])2.
2 1 o

En este ejemplo f es convexa,
i;q(o) <0< fd/er(o)'

Ejercicio. Calcular £ (0) y f,(0).




Ejemplo: la semicircunferencia inferior (“montafia rusa”)




Ejemplo: la semicircunferencia inferior (“montafia rusa”)

-1 0 1
f:[-1,1] = R,
f(x)=—v1-—x2

En este ejemplo f es convexa,

fdler(_]') = =00, ﬁ;q(l) = +o0.



Existencia de las derivadas laterales de una funcidn convexa

Proposicién
Sea X C R un intervalo y sea f: X — R una funcién convexa.
Sean a := inf(X), b = sup(X).

Si x € X'\ {a}, entonces existe f (x),

f(t) — f(x)
2q(X) = igg T t_x —00 < fiq(x) < +00.
teX

Si x € X \ {b}, entonces existe fj(x),

fl. (x) = inf M7

t>x t—Xx
teX

—00 < fio(x) < +o0.




., P
Demostracion para f,, inicio
Supongamos que x € X \ {a}.

Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.



Demostracidn para f,, inicio
Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.

Definimos g: Y — R,
g(t) = Af(t,x) =



/

Demostracion para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = fe) = fx).

t—x



Demostracidn para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.

Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.

Definimos g: Y — R,
f(t) - f(x)
t) =A =7
8(t) = Ar(tx) = 0
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces



Demostracidn para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—x
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces

g(t1) =



Demostracidn para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—x
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces

g(t1) = Af(t1, x)



Demostracidn para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—x
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces

g(t1) = Af(t1,x) < Af(t, x) =



Demostracidn para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—x
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces

g(t1) = Ar(t1, x) < Af(t2,x) = g(t2).



/

Demostracion para f,, inicio

Supongamos que x € X \ {a}.
Y =XN]—oo,x[={te X: t<x}.
Definimos g: Y — R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—x
Sit;,th € Xyt <ty <x, entonces

g(t1) = Ar(t1, x) < Af(t2,x) = g(t2).

Hemos demostrado que g es creciente.



/
izq?

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

Demostracion para final

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

() = f(x)
t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,

i;q (X) =



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,
firg(x) = Iim g(t) =

t—Xx
teyY



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,

fl.(x) = lim g(t) = sup g(t).
“a i?{} tey



> -
Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

g(t) = Af(t,x) = A8 = o)

t—Xx

Como g es creciente,

fl.(x) = lim g(t) = sup g(t).
“a gg{f tey

Como Y no es vacio, elegimos ty en Y y obtenemos



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,
fizg(x) = lIim g(t) = sup g(t).

t—Xx
ey teY

Como Y no es vacio, elegimos ty en Y y obtenemos

ﬁ;q(X) = sup g(t)
teY



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,
fizg(x) = lIim g(t) = sup g(t).

t—Xx
ey teY

Como Y no es vacio, elegimos ty en Y y obtenemos

(X)) = fggg(t) > g(to)



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,
fizg(x) = lIim g(t) = sup g(t).

t—Xx
ey teY

Como Y no es vacio, elegimos ty en Y y obtenemos

(X)) = fggg(t) > g(to) = Af(to, x)



/

Demostracion para f,, final

Y={teX: t<x}, g:Y—=>R,

(1) = F(x)

t—Xx

g(t) = Ar(t,x) =

Como g es creciente,
fizg(x) = lIim g(t) = sup g(t).

t—Xx
ey teY

Como Y no es vacio, elegimos ty en Y y obtenemos

fiza(x) = sup g(t) = g(to) = Ar(to, x) > —oo.
te



El sentido geométrico

fl.(x) = sup 7)((0 — f(X).

iz
g t<x t—Xx
teX



El sentido geométrico

fl.(x) = sup 7)((0 — f(X).

iz
g t<x t—Xx
teX



El sentido geométrico

fl.(x) = sup 7)((0 — f(X).

iz
g t<x t—Xx
teX



El sentido geométrico

fl.(x) = sup 7)((0 — f(X).

iz
g t<x t—Xx
teX



El sentido geométrico

fl.(x) = sup 7)((0 — f(X).

iz
g t<x t—Xx
teX



Propiedades de las derivadas laterales de una funcién convexa

Proposicién
Sea X C R un intervalo y sea f: X — R una funcién convexa.
Denotemos por a y b los extremos de X: a = inf(X), b = sup(X).
e Si x € int(X), entonces
—00 < fi;q(x) < o (x) < +00.
° f

q €S una funcién creciente en X'\ {a}.

; i .
o fi, es una funcién creciente en X \ {b}.




Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Sea x € int(X).



Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces

Af(t,X)



Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces

Af(t, x) < Af(x,u).



2 / /
Demostracion de £, (x) < fi, (x)
Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces

Af(t,x) < Af(x, u).

Pasamos al limite, cuando t tiende a x:



£ 2 / /

Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces
Af(t,x) < Af(x, u).

Pasamos al limite, cuando t tiende a x:

fi;q(X) < Af(xv U).



Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces
Af(t, x) < Af(x,u).
Pasamos al limite, cuando t tiende a x:
fiza(X) < Df(x, u).

Ahora pasamos al limite, cuando v tiende a x:



Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces
Af(t,x) < Af(x, u).

Pasamos al limite, cuando t tiende a x:

fi;q(x) < Af(x, u).

Ahora pasamos al limite, cuando v tiende a x:

fiza(X) < fher(X)-



Demostracion de £, (x) < fi, (x)
Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces
Af(t,x) < Af(x, u).
Pasamos al limite, cuando t tiende a x:
fiza(X) < Df(x, u).
Ahora pasamos al limite, cuando v tiende a x:
fiza(X) < fher(X)-

Gracias a la proposicién anterior, podemos concluir que



Demostracion de £, (x) < fi, (x)

Seax €int(X). Si t,ue X, t<x<u, entonces
Af(t, x) < Af(x,u).

Pasamos al limite, cuando t tiende a x:

fi;q(x) < Af(x, u).

Ahora pasamos al limite, cuando v tiende a x:

fiza(X) < fher(X)-

Gracias a la proposicién anterior, podemos concluir que —oo < f!

izq

(%)

< f;i/er

(x) < 4o00.



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x < x».



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x < x».

Entonces

i;q (Xl)



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x < x».

Entonces

fi-;q (Xl ) < fd/er(Xl )



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x < x».

Entonces

fea(x1) < fle (1) = jnf Ar(xa,t)
t€)<1



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x < x».

Entonces

£

(Xl) < fd/er(Xl) = tllg)fl Af(Xh t) < A1‘(X17X2)
teX

!
zq



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x3 < xo.

Entonces

fi-;q(xl) < fd/er(Xl) = tllgil Af(Xh t) < Af(X17X2) < tsup Af(t7X2)
teX X



/

Demostracion que f,, crece

Sean x1,x € X, a<x3 < xo.

Entonces

finq(X1) < e (x1) = Jnf Afr(xa,t) < Af(xi, x2) < sup Af(t, x2) = firq(x2).
=



/

Demostracion que f;, crece, el sentido geométrico

N\

X1 X2

fi;q (Xl)



/

Demostracion que f;, crece, el sentido geométrico

N\

X1 X2

fi;q (Xl) < fd,er(Xl)



/

Demostracion que f;, crece, el sentido geométrico

N\

X1 X2

fi;q(Xl) < fd,er(xl) < Af(XhXZ)



/

Demostracion que f;, crece, el sentido geométrico

N\

X1 X2

froq(x1) < fle (x1) < Af(x1,x2) < firg(x2).



Ejercicio: completar las demostraciones

0 . .
Demostrar que fder existe y es creciente.



Ejercicio: la recta basica de la grafica de una funcién convexa

Sean X C R un intervalo, f: X — R una funcién convexa, xp € int(X).

Sea

a € [firq(x), fier ()]

Demostrar que

Vxe X f(x) > a(x — xo) + f(xo)-

Explicar el sentido geométrico.



	Repaso de herramientas
	Funciones convexas y derivadas laterales

