La longitud de intervalos semiabiertos
es una premedida

Estos apuntes estan basados en el libro de Halmos, “Measure theory”.

Objetivos. Demostrar que la longitud, considerada como una funcién en el conjunto de
los intervalos de la forma [a, ), es una premedida.

Requisitos. Premedida, intervalos del eje real, compactos, el teorema de Heine-Borel
sobre la compacidad de compactos en R.

1 Definicién (la longitud de intervalos semiabiertos). Denotamos por 8 al conjunto de los
intervalos de la forma [a, b) con a, b € R. Ya sabemos que 8 es un semianillo. Consideramos
la funcién p: & — R definida mediante la regla

b—a, a<b;
0, a > b.

u(la,)) = {

2 Lema. Sean Py,...,P,,Q €8 tales que P, ..., P, son disjuntos a pares y P, C () para
cada k. Entonces,

> (P < p(@).
k=1

Demostracion. Los intervalos vacios tienen longitud 0 y no afectan a la suma en el lado
izquierdo. Por eso suponemos que P, ..., P, no son vacios. Para cada k en {1,... ,n},
escribimos Py, como [ag, bg), con ap < by, y @ como [¢,d), con ¢ < d. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que

ar < ... <Ay

Si para algin k tuvieramos by > ap.1, entonces el punto ap,; perteneceria a ambos
intervalos Py, y Py.1. Concluimos que b, < a1 para cada k. Esto significa que los puntos
estan ordenados de la siguiente manera:

c<ar<b<as<by...<a,<b, <d.

Por lo tanto,

i
L

n

D> P =) bk —ax) <> (b —an) + Y (anin — b)

k=1 k=1 1

B
Il

n n n—1 n—1
:Zbk—zak—i-zakJrl—Zbk:bn_alSd_C:M<Q)' u
k=1 k=1 k=1 k=1
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3 Lema. Sea (P;});jen una sucesion disjunta en 8 y sea QQ € 8 tales que

Urce

jEN
Entonces,

> u(Py) < p(Q).

Demostracion. Para cada n en N, aplicamos el Lema 2:

> (P < Q).
k=1

Pasamos al limite cuando n — oo. O

4 Lema. Sean c,d € R tales que ¢ < d, y sea A un conjunto finito de intervalos abiertos
acotados en R tal que
dc|]A

AcA
Entonces,

d—c <) (sup(A) — inf(A)).

Demostracion. Encontramos un elemento A; = (aq,by) de la coleccién A tal que ¢ € A;.
Si by > d, entonces terminamos el proceso. Si by < d, entonces encontramos un elemento
Ay = (ag,by) de la coleccién A tal que by € (ag,by). Si by > d, entonces terminamos el
proceso. Si by < d, entonces encontramos un elemento A3z = (as, b3) de la coleccién A tal
que by € (as,bs), etc. En el paso k, si by_1 < d, entonces encontramos Ay = (ay, by) tal
que Ay € Ay bp_1 € Ag. De la condicién [¢,d] C [JA se sigue que mientras el proceso no
estd terminado, siempre es posible encontrar el siguiente conjunto.

Por otro lado, como A es finito, el proceso se termina en una cantidad finita de pasos,
digamos en n pasos.

Los conjuntos encontrados Ay, ..., A, son de la forma Ay = (ay, b), forman una parte
de la coleccién A (incluso pueden formar toda la coleccion A) y cubren [c, d):

n
[e,d] C U ag, by).
k=1
Por la eleccién de Ay vy A,
a; < c < by, a, < d <b,.
Mads atin, si n > 1, entonces para cada k en {1,...,n — 1} se tiene que

g1 < by < bpy.
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Por lo tanto,

—_

d—C<bn—(11:(bl—CL1>+ (bk+1—bk)
1

>
Il

n

<> (b —ar) < _(sup(A) — inf(A)). O

k=1 AeA

5 Lema. Sea (Py)ren una sucesion en 8 y sea QQ un elemento de 8 tales que

Entonces,

Demostracion. Escribimos Py como [ag,bg) con a; < by y @ como [c,d) con ¢ < d. Si
¢ = d, entonces la conclusién del lema es trivial. Suponemos d > c¢. Sea ¢ > 0 tal que
€ < d — c. Pongamos

F. =1a,b—¢l, Uke = <Gk . bk) .
Entonces, F, C Q, P, C Uke, ¥y

Fe g G Uk,a‘
k=1

Como F; es un espacio compacto (el teorema de Heine-Borel), existe un N(¢) en N tal

que
N(e)

Fsg UUk,s-
k=1

Por el lema anterior, obtenemos que
N(e)

b—a—€§2<bk_ak+%>7
k=1

asi que
N(e)

@) < u(Pe) + 2.
k=1
Notemos que en esta desigualdad N(g) depende de €, por eso no podemos pasar al limite
con € — 0. Acotamos la suma finita del lado derecho por la suma de la serie infinita:

o0

w(Q) < 3 u(Pe) + 2.

Ahora pasamos al limite cuando ¢ tiende a cero, y obtenemos la desigualdad requerida. [
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6 Teorema. p es una premedida sobre S.

Demostracion. Por la definicién, u(@) = u([7,7)) = 0. Mostremos que p tiene la propie-
dad o-aditiva condicional. Suponemos que (FPy)ren es una sucesién disjunta en 8 tal que
su unién Q = (J,oy Pr también pertenece a 8. Por el Lema 3, se cumple

ZM P) < (@)
k=1

Por otro lado, por el Lema 5, tenemos la desigualdad inversa. O
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