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Objetivo

Conocer dos familias de funciones de clase Cor_per(R):

@ (Pr)o<r<1, llamada el niicleo de Poisson periédico ,

1-—1r2

_ k ikx_
P,(x)—zr| le 1+22r cos(kx) = T 2rcos(x) 7 12

keZ k=1

° (Q,)0§r<1, llamada el nicleo de Poisson periédico conjugado ,

2rsen(x)

:—IZ sgn 'kX—2Zr sen(kx) 5
o T 1- 2rcos(x) + r

Estas funciones estan relacionadas con funciones armdnicas en el disco unitario.



Empezamos con férmulas para ciertas series trigonométricas.

Proposicién
Para cada r en [0, 1),

1

k ikx __
ZI’ T 1 — reix’

1 — rcos(x)
1 k - \k| ikx _
+kZ:1r cos(kx) + /éjz = 1+ 2 —2rcos(x)’
(e}
k _ |K| ik _ rsen(x)
kx) = —= = .
kz::l r* sen(kx) l%:Zr sgn(k 1+ r2 — 2rcos(x)

Aqui usamos el convenio que sgn(0) = 0.




Demostracion

Recordemos la formula para la suma de la serie geométrica:

> 1
qu:i (Il <1).
k=0 q



Demostracion

Recordemos la formula para la suma de la serie geométrica:
(0.9}
1
k
Z T =14 (Il <1).
k=0 q

Sustituyendo g = re' obtenemos

o : 1
fr(x) = Z rkekix — T ax
k=0



Demostracion

Recordemos la formula para la suma de la serie geométrica:

> 1
qu:i (Il <1).
k=0 q

Sustituyendo g = re' obtenemos

fr(x) ::Zrkekixf L
k=0

1—reix’
Multiplicamos el numerador y el denominador por el denominador conjugado:

£(x) = 1—re X 1 —rcos(x) +isen(x)
’ (1—reX)(1—reix)  1—2rcos(x)+ r?




Demostracion

Hemos mostrado que

i Jkgkix _ 1 — rcos(x) i sen(x) N
P 1—2rcos(x)+r 1—2rcos(x)+r



Demostracion

Hemos mostrado que

Z Jkgkix _ 1 —rcos(x) . sen(x)

1 —2rcos(x) + r2 T, cos(x) + r?’

Por otro lado,
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Demostracion

Hemos mostrado que

Z Jkgkix _ 1 —rcos(x) . sen(x)

1 —2rcos(x) + r2 T, cos(x) + r?’

Por otro lado,

Z kel — (1 +> rk cos(kx)> +i (i rk sen(kx)) .
k=1 k=1

Igualamos las partes reales y las partes imaginarias:

1 — rcos(x)
1 (k
* kzjl r cos(lx) = 14 r2 —2rcos(x)’

Z rsen(kx) rsen(x) .
T 12— 2r cos(x)



Demostracion

Finalmente, expresamos » 32, en términos de Y, cy:

> 1 ; ; 1 1 ;
1+ Z r¥ cos(kx) =1 + 5 Z(rke'kx +rie k) = 5 + 5 Z rlkl gl box
k=1 k=1 keZ
(o]

i 1 ) . i )
k _ k Jikx k —ikxy _ k| i kx
kx) = = k .

kEZIr sen(kx) > E (rfe re” ") 5 E r'“I'sgn(k)e

k=1 keZ



El ndcleo de Poisson periédico

Para cada r en [0,1), definimos P,: R — R,
P.(x) = Z rlkl gihx
kEZ

Otra forma equivalente:

P(x)=1+2 Z r* cos(kx).
k=1

Proposicién (la férmula explicita para P,)

Para cada r en [0,1) y cada x en R,

Py(x) = I=r2
1 = 2rcos(x) + r?




Demostracion

Ya sabemos que

1 — rcos(x)
1 k - |k| |k>< _
+kZ:1r cos(kx) —I— ’% T 142 2rcos(x)’

Multiplicamos ambos lados por 2, luego restamos 1:

> - 2 — 2rcos(x)
142 k kx) = [kl aikx
+ ,;r cos(kx) /é:Zr e 15 72— 2r cos(x)

Al simplificar, obtenemos

: > 1—1r°
|k| qikx _ k _
E r'“le _1—1—25 r cos(kx) = 5
= = 1 —2rcos(x)+r




El nicleo de Poisson periédico conjugado

Para cada r en [0, 1), definimos Q,: R — R,

Qr(x) = —i Z rlkl sgn(k) €' b

keZ

Otra forma equivalente:
Qr(x) =2 Z r* sen(kx).
k=1
Proposicién (la férmula explicita para Q,)
Para cada r en [0,1) y cada x en R,

_ 2rsen(x)
Q) = 14 r?2 —2rcos(x)’




Demostracion

Ya sabemos que

Zr sen(kx) __72 Ik\sgn i

kEZ

Multiplicamos ambos lados por 2:

2Zr sen(kx) |Z lk\sgn ik

keZ

rsen(x)

1+ r2—2rcos(x)’

2r sen(x)

1+ r2 —2rcos(x)’



Los coeficientes de Fourier de P,

Hemos definido P, como

P.(x) = Z arekix ar k= rlk.
keZ



Los coeficientes de Fourier de P,

Hemos definido P, como

P.(x) = Z ar ke, ar k= rlk.
keZ

Como la sucesién (a, k)kez es de clase £1(Z), concluimos que

(P)), = ars = rl¥l.



Los coeficientes de Fourier de P,

Hemos definido P, como

P.(x) = Z ar ke, ar k= rlk.
keZ

Como la sucesién (a, x)kez es de clase £1(Z), concluimos que

—

(Pr)k = ark = rikl.
En otras palabras,
1 2m 1-— I’2 kix
il —kix 1y — Ikl
27r/o 1 —2rcos(x) + r? € x=r

Ejercicio. Demostrar esta férmula de manera directa, usando el andlisis complejo

(el cambio de variable t = e'* y el teorema sobre los residuos).



Los coeficientes de Fourier de Q,

Encontrar los coeficientes de Fourier de @, de dos maneras:
@ usando la definicién de @, como la suma de cierta serie;

@ usando herramientas de anélisis complejo.



Algunas propiedades de P,

Proposicién
Sea r € [0,1). Entonces la funcién P, es de clase Cor_per(R),

es par, es estrictamente decreciente en [0, 7],

. 1—r 1+r
mpP ) =P =1 ma P =P =1

En particular, los valores de P, son estrictamente positivos.
El promedio de P, en [0,27] es 1:

1 2
HPr||1,27r—per = E/O Pr(X) dx = 1.




La grafica de P, en [0, 27]
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La grafica de P, en [0, 27]
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La grafica de P, en [0, 27]
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