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Objetivos.
@ Definir la nocién de particion y particiéon generalizada de un conjunto.
@ Describir particiones generalizadas en términos de las funciones indicadoras.

@ Considerar dos operaciones con particiones.

Prerrequisitos.
@ Operaciones entre conjuntos.
@ Relaciones de equivalencia.

@ La funcién indicadora (caracteristica) de un conjunto.
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Sea X un conjunto y sea Q C 2X.

Se dice que Q es una particién de X, si se cumplen las siguientes condiciones.
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Particién de un conjunto

Sea X un conjunto y sea Q C 2X.

Se dice que Q es una particién de X, si se cumplen las siguientes condiciones.

OUQ:X, esto es, UA:X.
AeQ

@vABeQ (A£B =  AnB=0).
@VAcQO A#D.

Si se las primeras dos condiciones y no garantizamos la tercera,

entonces decimos que Q es una particién generalizada de X.



Lista de conjuntos que forma una particién de un conjunto

Sea X un conjunto y sean Ag,...,An C X.

Decimos que (Ai,...,Amn) es una particién de X si se cumplen las siguientes condiciones:

@Vjike{l,...m} j#k =  AnNA=0
@Vic{l....m} A #0

Sin pedir la dltima condicién, la lista (Ai1,...,An) es una particiéon generalizada de X.



Familia de conjuntos que forma una particién de un conjunto

Sea X un conjunto y sea (Ax)xey una familia en 2%,

Decimos que (Ak)kes es una particién de X si se cumplen las siguientes condiciones:

o =X

jed
@Vjikel j£k =  AnNA=0.

Sin pedir la dltima condicién, la familia (Ax)kes es una particién generalizada de X.



Correspondencia entre particiones y relaciones de equivalencia

Si X es un conjunto y ~ es una relacién de equivalencia, entonces para cada x en X pongamos

X~ ={yeX: x~y}.



Correspondencia entre particiones y relaciones de equivalencia

Si X es un conjunto y ~ es una relacién de equivalencia, entonces para cada x en X pongamos

X~ ={yeX: x~y}.
La siguiente proposicién es muy conocida.

Proposicién

Sea X un conjunto y sea ~ una relacion de equivalencia sobre X. Entonces,

{[X]NZ X € X}

es una particion de X.




Correspondencia entre particiones y relaciones de equivalencia
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Sea X un conjunto y sea @ una particién de X. Definimos ~ en X mediante la regla
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o) L . .
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Correspondencia entre particiones y relaciones de equivalencia

Proposicion

Sea X un conjunto y sea @ una particién de X. Definimos ~ en X mediante la regla

Xf%y — JAe Q x,y €A

o) L . .
Entonces, ~ es una relacién de equivalencia sobre X.

Proposicién

En las condiciones de la proposicion anterior,

Q:{[X]%Z XGX}.

Ejercicio. Demostrar estas proposiciones.



La funcién indicadora de un conjunto (repaso)

Sea X un conjunto y sea A C X. Definimos 14: X — R,
1, xeA
Ta(x) =
0, x¢A.

Una notacién mas precisa seria 1x 4,

pero por lo comin X se entiende desde el contexto.
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La funcién indicadora de un conjunto (repaso)
Sea X un conjunto y sea A C X. Definimos 14: X — R,

1, xeA
0, x¢A.

Ta(x) =

Una notacién mas precisa seria 1x 4,

pero por lo comin X se entiende desde el contexto.

Ejercicio. Demostrar que si A, B C X, entonces

Tang =14 - 15, Tavg =



La funcién indicadora de un conjunto (repaso)

Sea X un conjunto y sea A C X. Definimos 14: X — R,

1, xeA
Ta(x) = . .
, X .

Una notacién mas precisa seria 1x 4,

pero por lo comin X se entiende desde el contexto.

Ejercicio. Demostrar que si A, B C X, entonces

Tang =14 - 15, Tavg=1a+1g—14-1p.
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Para escribir sumas con indices naturales, tratamos las particiones generalizadas como listas.



Particiones generalizadas y las funciones indicadoras

Para escribir sumas con indices naturales, tratamos las particiones generalizadas como listas.
Proposicién

Sea X un conjunto y sea Ai, ..., Am una particion generalizada de X. Entonces,

m
Ix =) 1la,.
k=1
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m
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Queremos demostrar que
m
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Demostracion

Queremos demostrar que
m
Ix =) la,.
k=1
Sea x € X. Como Ay, ..., A, es una particion,
Aje{l,...,m} x € A

Elegimos este j. Entonces,

LA (x) = 6jk,

Z ]lAk(X) = Z 5"/( = 1
k=1 k=1



Particiones generalizadas y las funciones indicadoras

Proposicién

Sea X un conjunto y sean A1, ...,Am C X tales que
m
Ix =) 1la,.
k=1

Entonces, A1, ...,Am e€s una particion generalizada de X.




Particiones generalizadas y las funciones indicadoras

Proposicién

Sea X un conjunto y sean A1, ...,Am C X tales que
m
Ix =) 1la,.
k=1
Entonces, A1, ...,Am e€s una particion generalizada de X.

Demostracién: ejercicio.



Criterio de particion generalizada

en términos de las funciones indicadoras

Las dos proposiciones anteriores se pueden juntar en el siguiente criterio.



Criterio de particion generalizada

en términos de las funciones indicadoras

Las dos proposiciones anteriores se pueden juntar en el siguiente criterio.

Proposicién
Sea X un conjunto y sean Az, ...,Am C X.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

@ Ai,...,An es una particion generalizada de X;

m
o Ix =) la,.
k=1




Proposicion sobre las intersecciones de las partes de dos particiones

Proposicién
Sea X un conjunto,

sea Ai,...,Amn una particion generalizada de X
y sea Bi, ..., B, una particion generalizada de X.
Pongamos

L=A{1,...,m} x{1,...,n},

y para cada (j, k) en L definimos
Cj,k = Aj N Bg.

Entonces, (Cj k) (j.k)eL €S una particion generalizada de X.




Az

By

B,




Az

By

B,




Az

By

B,

G1

)




Demostracion

Demostremos que

X= U G
(U,k)eL

Sea x € X.
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Demostracion

Demostremos que

X = U Cj,kv
(U,k)eL

Sea x € X.

m
Como X = U Aj, encontramos p en {1,...,m} tal que x € A,,.
j=1

n
Como X = U Bk, encontramos g en {1,...,n} tal que x € B,.
k=1

Luego, x € A, N Bg = Cpq.
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Sean  (j,k),(r,s) e L, (j,k)#(r,s). Demostremos que Cj ;N C;s = 0.
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Demostracion
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Caso Il:  r # s. Entonces

Cj,k N Cr,s = (Aj N Bk) N (Ar N BS) =



Demostracion

Sean  (j,k),(r,s) e L, (j,k)#(r,s). Demostremos que Cj ;N C;s = 0.

La condiciéon  (j, k) # (r,s) significaque (j#r) V (k#s).

Caso I: j # r. Entonces

GiNGCs=(ANB)N(ANBs) = (AiNA)N (BN Bs) =0.

~——

Caso Il:  r # s. Entonces

Cj,k N Cr,s = (Aj N Bk) N (Ar N BS) = (Aj N Ar) N (Bk N BS) = (.
—_——

0



Otra demostracion

Usamos el criterio de particién generalizada

en términos de las funciones indicadoras.

Ix =1x-1x =



Otra demostracion

Usamos el criterio de particién generalizada

en términos de las funciones indicadoras.

m n
Ix=1x-1x= ZILAJ. <Z]lBk>:
Jj=1 k=1



Otra demostracion

Usamos el criterio de particién generalizada

en términos de las funciones indicadoras.

m n

m n
Ix =1x-1x = | )14 <213k>2221Aj-13k:
Jj=1 k=1 j

= J:]_ k=1



Otra demostracion

Usamos el criterio de particién generalizada

en términos de las funciones indicadoras.

m n

m n
Ix =1x-1x = | )14 <Z]13k>:zzhj-113k
=i k=1 j

= J:]_ k=1

m n
= Z Z Laing, =

j=1 k=1



Otra demostracion

Usamos el criterio de particién generalizada

en términos de las funciones indicadoras.

m n
Z Lp - 1p, = ZZ Lang, = Z Ilcj,k.

m n
=1 k=1 j=1k=1 (,k)eL

J

m n
Ix=1x-1x= ZILAJ. <Z]lBk>:
Jj=1 k=1



Proposicién (sobre la unién/concatenacién de dos particiones generalizadas)

Sean X un conjunto, (P, Q) una particion generalizada de X,

(A1,...,Am) una particién generalizada de P,
(Bi, ..., Bn) una particion generalizada de Q.
Definimos

C— Aj jG{l,...,m},
j =
Bi—m, je{m+1,...,m+ n}.

Entonces, (Ci, ..., Cmin) €s una particion generalizada de X.
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Demostracion

Verifiquemos que (Cj)j:ﬁ” cubre X.

X =



Demostracion

Verifiquemos que (Cj)j:ﬁ” cubre X.

X=PUQ=



Demostracion

Verifiquemos que (Cj)j:ﬁ” cubre X.

X=PUQ= (JQAJ) . (;QlBk> -



Demostracion

Verifiquemos que (Cj)j:ﬁ” cubre X.



Demostracion

Verifiquemos que (Cj)j:ﬁ” cubre X.

v (§a)o(09)- (§9)- (U9 - Ue



Demostracion

m-+n

Verifiquemos que (Cj)j:1 es una familia disjunta.

Sean r,s € {1,...,m+ n}, r # s. Consideremos solamente el caso cuando r < s.



Demostracion
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GNGC =
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C.NC. =B, ,NB,_, —=7Z=m g
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Cr A 5 =
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Demostracion

Verifiquemos que (CJ)J";JE" es una familia disjunta.

Sean r,s € {1,...,m+ n}, r # s. Consideremos solamente el caso cuando r < s.

Caso I: r,sef{l,...,m}.
GNGCG=ANAs=0.

Caso ll: r,se{m+1,...,n}.
CNGC= By By =220 )
Casolll. re{l,....m},se{m+1,...,m+ n}.

GNG=ANBs—m CTPNQ=0.



Ejercicio. Sea X un conjunto, sea Pi, ..., Py, una particién generalizada de X,
y para cada j en {1,...,m} sea (Aj7k)ZJ':1 una particion generalizada de P;.

Definimos

m
r = an.
j=1
Mostrar que para cada s en {1,...,r} existe un anico par (j, k) tal que
j—1
jeA{l,...,m}, ke{l,...,n;}, s:Znt—l—k.
t=1

Definimos

Cs = \j k-

Demostrar que (Cs)._; es una particién generalizada de X.



