Una base ortonormal en el espacio >
sobre el producto de dos espacios de medida

En este tema, suponemos que (X, F, 1) y (Y, G, v) son dos espacios de medidas o-finitas.

Objetivos. Dadas bases ortonormales en L*(X, ) y L?(Y,v), vamos a construir una base
ortonormal en L*(X X Y, u x v).

Prerrequisitos. Base ortonormal en un espacio de Hilbert, el producto de medidas,
teoremas de Tonelli y Fubini.

1 Lema. Sea f € L*(X XY, x v). Para cada y enY, definimos f,: X — C,
fy(@) = flz,y)  (z€X).

Definimos g: Y — [0, 4+00],

0= [P, estoes o) = Il
Consideremos el siguiente conjunto A:
A= {y eY: gy < —i—oo}.
Entonces, (Y \ A) =0, y para cada y en A, f, € L*(X, ).

Demostracion. Por el teorema de Tonelli,

/ gdv = / PP x 1) = [ F 1B (xevponn) < 00
Y XxY

Como fY gdu < 400, la funcién g toma valores finitos casi en todos puntos, es decir,

p(Y\ A) =0.

Ademds, por la definicién de g, para cada y en A tenemos que f, € L*(X, u). n

2 Teorema. Sean (X, F,pu) e (Y,G,v) espacios de medidas o-finitas. Sean (u;)jen una
base ortonormal en L*(X, ) y (vj)jen una base ortonormal en L*(Y,v). Para cada j, k
en N, definimos wj,: X xY — C,

wik(,y) = uj(x)vg(y).

Entonces, (wj)jkenz es una base ortonormal del espacio L*(X X Y, x v).
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Demostracion. 1. En la teoria de productos de medidas se muestra que las funciones
construidas de esta manera son JF x G-medibles. Calculemos sus normas, usando el teorema
de Tonelli:

nwm;WMsz/’|wﬂwwxm
XxY

= [ ([ 1wtz P am) aue)
~ [ ([ 1m@PiamPam) e

— [ )y )

= lujllZe e lvnllZe,,) = 1.
2. Supongamos que (j,k), (p,q) € N>y (4, k) # (p, q). Notamos que el producto w; ;w,,
es una funcién Lebesgue-integrable: w; xw,, € L'(X X Y, u x v). Aplicamos el teorema de
Fubini:

(W) s Wp,g) L2(X x V) = / W; Wy 4 d(p X v)
XxY

~ [ ([ wlomm@mmam ) ae
~ [ wein@ ([ on ) ) duto) =y, =0

3. Supongamos que f € L*(X x Y, X v). Definimos las funciones f,, la funcién g y el
conjunto A como en el Lema 1. Como vimos en este lema, para cada y en A, se tiene que
fy € L*(X, ). Para j en N, definimos h;: Y — C,

<fy7uj>L2(X,u)a ) € Aa
0, yeY\ A

Por la desigualdad de Schwarz (o por le desigualdad de Hélder),

by ()| < I fyllzcxm sl 2w = fyllze e = 9(y)-

/ b (y)|? dv(y) /gdy<—|—oo.
Y

Hemos mostrado que h; € L*(Y,v).

Luego
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4. Expresemos la norma de h; a través de los productos internos (f, w; ). Por la identidad
de Parseval y el teorema de Fubini,

hlZey = 3 [(hs v 2| =D

keN keN

— A(/)(f(x,y)mdu(x)> o (y) dv(y)

2

2

/Y i@)ve(y) dv(y)

2

2

= fwipd(p x v) fwipd(p xv)

keN I/ XxA pen | XxY
= Z |<f7 wj,k)LQ(XXY,p,XV)|2'
keN

5. 51 f L wjy para cada j y k, entonces, por el resultado del inciso 4, tenemos que para
cada 7 en N,
7] 22(v,) = 0.

Luego h; es cero v-c.t.p. Sean

B;={yeY: hjy) =0}, C’::UBj.

JEN
Tenemos que h;(y) = 0 para cada y en C'y cada j en N. Mds atin,

v(Y\(ANC) Sv(Y\A) +v(Y \O) Sv(Y\A) + ) v(Y\B)) =

jEN

Para cada y en ANC,

1fullZz sy = D Wizl = Y I @)I° =

JjEN JjEN

Luego f, es cero p-c.t.p. Finalmente,

B = [ ([ el dnte)) avty
= [ ([ e nra) wm -
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