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Objetivos

Sea H un espacio vectorial real o complejo con producto interno.

Sea g1,...,gm una lista ortogonal de vectores en H y sea v € H. Pongamos

S =4q1,---,9m)-

Queremos encontrar

ues, we St tales que v=u+w.



Prerrequisitos

Espacios vectoriales con producto interno.

@ Ortogonalidad de vectores en un espacio con producto interno.

El complemento ortogonal del subespacio generado por una lista de vectores.

@ La proyeccién ortogonal del vector sobre el subespacio generado por el vector no nulo.



Algunas aplicaciones que no veremos en esta presentacién

@ El proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt.
@ La descomposiciéon QR de matrices.
@ Solucién del problema de minimos cuadrados.

@ Solucién del problema del mejor ajuste.

La desigualdad de Bessel, sucesiones ortonormales de vectores.

Propiedades de series de Fourier.

Muchas aplicaciones en la teoria de operadores.



Repaso: la ortogonalidad de vectores

Dados a, b en H, se dice que ay b son ortogonales entre si y se escribe a L b, si

(a, b) = 0.



Repaso: la ortogonalidad de vectores

Dados a, b en H, se dice que ay b son ortogonales entre si y se escribe a L b, si

(a, b) = 0.

Como (b, a) = (a, b), la relacién L es simétrica:

bl a <= a_l b



Repaso: la identidad de Pitagoras

Proposicién
Sean a, b € H tales que a 1. b. Entonces

la -+ b]|* = ||al|* + | 6]]*.




Repaso: la identidad de Pitagoras

Proposicién
Sean a, b € H tales que a | b. Entonces

la -+ b]|* =

]| + | bII*.

Demostracion.

la+ b||>=(a+b,a+b) = (a,a)

+ (a, b) +

(b,a) +

(b,

b) =

lall* + [16]2.



Repaso: el complemento ortogonal de un conjunto

Sea X C H. Entonces
Xt={yeH: vxeX xLlyl
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Repaso: el complemento ortogonal de un conjunto

Sea X C H. Entonces
Xt={yeH: vxeX xLlyl

En vez de escribir y € X, también se escribe y 1 X.

Ejercicio. Sea X C H. Demostrar que X es un subespacio de H.
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Repaso: el subespacio generado por una lista de vectores

Sean ay,...,an € H.

Denotemos por S a la envoltura lineal de ay,...,am:

S={(a1,...,am),

Por definicién, ¢(a1, ..., am) consiste de todas las combinaciones lineales de ay, . .., apy:

sz{er; A\, Am€C x:ZAkak}.
k=1

Se sabe que S es el minimo entre los subespacios vectoriales de H que contienen ay, ..., am.



Repaso: el complemento ortogonal del subespacio

generado por una lista de vectores

Proposicién
Sean ai,...,am € H. Entonces
1 1
St={a1,...,am} .

En otras palabras, para cada v en H,

vlS = Vie{l,....,m} v.Lla.
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Demostracion

—. Supongamos que v € St

Seaje€ {1,...,m}. Como a; € S, tenemos v L a;.
<. Supongamos que v € {a,...,am}".
Sea x € S. Encontramos Aq,..., A, € C tales que
m
X = Z )\kak.
k=1

Usamos la propiedad lineal conjugada del producto interno respecto al segundo argumento:

(v,x) = <v, i )\kak> = iﬁ(v, ax) = 0.
k=1 k=1



Repaso: la proyeccion ortogonal de un vector

sobre el subespacio generado por un vector no nulo

Proposicién
Sean a € H\ {On}, v € H. Denotemos ¢(a) por S.

Entonces existe un dnico par (u, w) tal que
u€es, we St u+w=v.

Mas aiin, u y w estan dados por




Listas ortogonales de vectores

Sea aj,...,an una lista de vectores en H.

Se dice que esta lista es ortogonal si

Vi, ke{l,...,m} (j;ék = (aj,a) = )



Listas ortogonales de vectores y la delta de Kronecker
Proposicién

Sea a1, ...,am es una lista ortogonal de vectores en H.
Entonces para cada j, k € {1,..., m}

<ajaak> =
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Listas ortogonales de vectores y la delta de Kronecker
Proposicién

Sea a1, ...,am es una lista ortogonal de vectores en H.
Entonces para cada j, k € {1,..., m}

(aj, ak) = &k llajl|-

Demostracion.

Si j = k, entonces ambos lados son ||a;|°.

Si j # k, entonces ambos lados son 0.



Listas ortonormales de vectores (repaso)

Sea (a1,...,am) una lista de vectores en H.
Se dice que esta lista es ortonormal , si

Vj, k € {1, 500 g m} (aj, ak> = 0j k-

En otras palabras, (a1,...,am) es una lista ortonormal,

si cumple simultaneamente las siguientes dos condiciones:
Q@ ai1,...,an es ortogonal,

@ paracadajen {1,---,m}, ||3j|| =1L



Criterio de ortonormalidad de una lista de vectores en C”

Ejercicio. Sean ¢g1,...,9, € C".

Denotemos por @ la matriz formada de las columnas g1,..., gm:

Q:[qlu"'vqm]~

En otras palabras, Q;x = (qk); para cada j, k.

Demostrar que para cada r,s en {1,... m}

(Q* Q)r,s = <q57 qr>-

Demostrar que la lista (g1, ..., gm) es ortonormal si, y sélo si, Q*Q = Ip,.



Los coeficientes de una combinacién lineal de vectores ortogonales

Proposicién
Sea (ay, .

Consideremos el vector

m
Vv = Z )\kak.
k=1
Entonces para cada j en {1,..., m},
) dj
)\J _ <V J>

BES

.., am) una lista ortogonal de vectores no nulos en H, y sean A1, .

.., Am € C.




Demostracion

Vv = Z )\kak.

x
Il
N
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x
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N

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(Vv aj>



Demostracion

Vv = Z )\kak.

x
Il
N

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(Vv aj> =



Demostracion

Vv = Z )\kak.

x
Il
N

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v, aJ <Z Ak ak, aJ>



Demostracion

Vv = Z )\kak.

x
Il
N

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v, aJ <Z Ak ak, aJ> =



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v,aj) <Z Akak, aJ> = Z)\k (ak, aj)
k=1



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v,aj) <Z Akak, aJ> = Z)\k (ak, aj) =
k=1



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

V aj <Z /\kak, aj> = Z)\k (ak,aj> = Z)\k5kJ||aj||2
k=1 k=1



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

V aj <Z/\kak, aj> = Z)\k (ak,aj>: Z)\kékJHasz:
k=1 k=1



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v, a)) <Z Akak, aj> = > Mfaa) = Y iy llal® = A llajll
k=1

k=1



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v, a)) <Z Akak, aj> = > Mfaa) = Y iy llal® = A llajll
k=1

k=1

De alli,



Demostracion

m
= Z )\kak.
k=1

Sea j € {1,..., m}. Entonces

(v, a)) <Z Akak, aj> = > Mfaa) = Y iy llal® = A llajll
k=1

k=1

De alli,

Tl
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Los vectores ortogonales no nulos son linealmente independientes
Corolario

Sea (a1,...,am) una lista ortogonal de vectores no nulos en H.

Entonces (a1, ...,am) es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que A1,...,An € Cy

m
Z )\kak = OH.
k=1
Aplicamos la proposicién anterior con v = 0y. Para cada j en {1,

A=
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Los vectores ortogonales no nulos son linealmente independientes
Corolario

Sea (a1,...,am) una lista ortogonal de vectores no nulos en H.

Entonces (a1, ...,am) es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que A1,...,An € Cy

Z )\kak = OH.
k=1

Aplicamos la proposicién anterior con v = 0y. Para cada j en {1,



Teorema

Sea (q1,...,qm) una lista ortogonal de vectores no nulos en H y sea v € H.

Denotemos por S al subespacio vectorial generado por qi1, .. ., qm:
S=0q1,---sqm)-
Entonces existe un tnico par de vectores (u, w) tal que
ues, we St vV=u-+w.
Mas ain, u y w tienen las siguientes expresiones:

u:i<v,qk> " zm:(v , k)
lgwll® ™ el

k=1 k=1




Un dibujo para H =R3, m =2

Estan dados: g1, g2, v

S =4(q1,92)

03

az

a1




Un dibujo para H =R3, m =2

Estan dados: g1, g2, v

Buscamos: u, w

S=4q1,92)

az

a1




Otra forma del mismo teorema

Teorema
Sea S un subespacio vectorial de H, sea (qi,

Entonces, para cada u,w en H, las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

ues, we St vV=u+w;

(v, qk) (v, k)
=3 2o W=v- > k-

k=1 qu‘ k=1 ”qk“2

.., Qm) una base ortogonal de S y sea v € H.




Unicidad, esto es, (1)=(2)

Supongamos que u y w satisfacen (1): uve€S, weSt, v=u+w.
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Unicidad, esto es, (1)=(2)

Supongamos que u y w satisfacen (1): uve€S, weSt, v=u+w.

Como u € S, existen A1,...,Am € C tales que

m
u= Z )\qu.
k=1

Por la proposicién sobre los coeficientes de una combinacién lineal de vectores ortogonales,

L (u, qx)
g ||?

Esta férmula todavia no es buena porque el vector u es desconocido.
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Unicidad, esto es, (1)=(2)

Hasta aqui, hemos mostrado que u debe de ser de la forma

u= Em: Akdk Ak = 55y
=1 gkl

La condicién w € S+ implica que (w, qx) = 0 para cada k. Luego

(U, q) = (u, qi) + (W, qi) = (u+ w,qx) =
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Hasta aqui, hemos mostrado que u debe de ser de la forma
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Unicidad, esto es, (1)=(2)

Hasta aqui, hemos mostrado que u debe de ser de la forma

u= Em: Akdk Ak = 55y
= gkl

La condicién w € S+ implica que (w, qx) = 0 para cada k. Luego

(U, q) = (u, qi) + (W, gi) = (u+ w, qx) = (v, qk), Ak =

Por lo tanto,

& (v, k) u (v, qk)
Z ‘2 qk, 2_: ‘2 k-

k=1 qu‘ qu’

<V7 CIk>

llawll?

Conclusién: si u, w satisfacen (1), entonces u'y w deben ser los vectores (2).



Existencia, esto es, (2)=-(1)
Definimos u'y w mediante las férmulas (2):

<V7 qk>

Ak =
lqkll?”

m
u::ZAqu, W=V —u.
k=1



Existencia, esto es, (2)=-(1)
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m
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9k —1

Demostremos que u y w satisfacen (1).
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Definimos u'y w mediante las férmulas (2):

<V7 qk> ™
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Existencia, esto es, (2)=-(1)

Definimos u'y w mediante las férmulas (2):

<V7 qk> ™
Ak = , U= Ak Gk, W=V —u.
gkl kZ

Demostremos que u y w satisfacen (1). Es obvio que u€ Sy u+w = v.
Para cada j en {1,..., m},

m

(w,q;) = (v, q;) — (u,q;) = (v, q;) Z k(ais gy = (v, q5) — jllgjl|®> =

Como S =4(q1,---,9m),
we St



Corolario
Sea (q1,...,qm) una lista ortogonal de vectores no nulos en H y sea v € H.

Denotemos por S al subespacio vectorial generado por qi, ..., qm:

S=Uq1,---qm)-

Definimos u como

Entonces u es el tinico elemento de S mds cercano a v, esto es,

Vs e S\ {u} |s —v|| > ||lu—v|.
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Sea s € S\ {u}. Entonces
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Demostracion del corolario

— " <V7 qk> L
u._z Gk, W= v — u.

Sea s € S\ {u}. Entonces
s—v=(s—u)+(u—v).

Comos—ueSyu—v=weSt

(s —u,u—v)=0.

Aplicamos la identidad de Pitagoras:

Is = vI? = li(s = u) + (u = V)2 = lIs = ull® + [lu = VI > [lu— v|.



La desigualdad de Bessel finita

Corolario
Sea (q1,-..,qm) una lista ortogonal de vectores no nulos en H y sea v € H. Entonces

m

(v, qi)| 2
< [[v]=.
Z lqk]?

k=1
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El operador de la proyeccion ortogonal sobre ¢(qs, . ..

Definimos Pg, .. g.: H— H,

m
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Pay....qm( qk-
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El operador de la proyeccién ortogonal sobre ¢(qy, . .

Definimos Pg, .. g.: H— H,

m
(v, qk)

9000y qk
dea = llaxl?

Es facil ver que P, .. g4, s lineal y acotado.

De la definicidn,

WeH Py g(v)€S.

Por el teorema,

WeH v-Pq g(v)€St

- qm)



El operador Py, . 4, se determina por £(qi, ..., qm)

Los vectores u y w del teorema se determinan de manera Unica por las siguientes propiedades:
L _
ues, weS, vV=u-+w.

Estas propiedades estan escritas en términos de S y v.
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El operador Py, . 4, se determina por £(qi, ..., qm)

Los vectores u y w del teorema se determinan de manera Unica por las siguientes propiedades:
L _
ues, weS, vV=u-+w.

Estas propiedades estan escritas en términos de S y v.

Los vectores q1, ..., qm no aparecen de manera explicita en estas propiedades.
Sean (q1,-.-,9m) Yy (b1,..., bm) son dos bases ortogonales de S. Entonces para cada v en H
Pqi....qmV = U, Pby,....bmV = U.

Esto significa que Py, ..g, = Pby....b

m "

Por lo tanto, en vez de Py, g, se puede escribir Ps, donde S = 4(q1,...,qm).



La norma de Ps

Sea (q1,--.,qm) una lista ortogonal de vectores no nulos en Hysea S = 4(q1,...,qm).
Consideramos el operador

PS = P‘?l»---me'



La norma de Ps

Sea (q1,--.,qm) una lista ortogonal de vectores no nulos en H y sea S == ¢(q1,
Consideramos el operador

PS = quv"'7qm'

Ejercicio. Suponiendo que m > 1, demostrar que

IPsl = 1.

e Gm).



Ps es idempotente y autoadjunto

Ejercicio. Demostrar que

P2 =

Ps.



Ps es idempotente y autoadjunto

Ejercicio. Demostrar que
P2 = Ps.

Ejercicio. Demostrar que para cada x,y en H

(Psx,y) = (x, Psy).



La imagen y el nicleo de Ps

Ejercicio. Demostrar que

Ps[H] = {v € H:



La imagen y el nicleo de Ps

Ejercicio. Demostrar que

Ps[H] = {V € H: Ps(v)

Ejercicio. Demostrar que
ker(Ps) = S+.



Descomposicion del operador P, , en m sumandos

Denotamos por P, el operador de la proyeccién ortogonal sobre ¢(a):

P.(v) = <H ”2> a.



Descomposicion del operador P, , en m sumandos

Denotamos por P, el operador de la proyeccién ortogonal sobre ¢(a):

(v, a)
P.(v) = B ”2 a.
La férmula . (
v, CIk
tARAS m qk
Q1 q kz::l ‘quz

significa que

ql: qm T Z qu



La matriz del operador Py, ., para H =C"

Sean qi, ..., gm vectores ortogonales no nulos en C".

Definimos la matriz My, .. 4., € C"*" de la siguiente manera:

Mai.....qm = Z ’2 9k G-



La matriz del operador P,

Sean qi, ..., gm vectores ortogonales no nulos en C".
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La matriz del operador P,

geeey
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La matriz del operador P,

geeey

Sean qi, ..., gm vectores ortogonales no nulos en C".

Definimos la matriz My, .. 4., € C"*" de la siguiente manera:

Ch, Gm = Z H H2 9k qk

Si v € C", entonces
(qk ak) v = qk(gqkv) = (qkv)ak = (v, k) q«-

Luego

m

(v, qk)
Ma,,....qmV = Z 2 Gk = Pas,....qm(V)-
= llaxll

Esto significa que My, .. g, es la matriz asociada a Py, . q,.-



La férmula matricial para Py, . 4,

en el caso de vectores ortonormales en C”

Proposicién

Sea (q1,...,qm) una lista de vectores ortonormales en C".
Denotamos por Q la matriz formada por las columnas qy, . . .

Q:[qla"'aqm]-

Entonces
Mqlw--»qm = QQT ‘
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Por simplicidad, ponemos M = Mg, . 4. Por definicién,

m
M =" qq;.
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Programacién de P, . v, una solucion ingenua

Dada una matriz Q = [q1, ..., qm] en C"*™ tal que Q*Q = I, y dado v en C", calculemos

qua"'7qmv'



Programacién de P, . v, una solucion ingenua

Dada una matriz Q = [q1, ..., qm] en C"*™ tal que Q*Q = I, y dado v en C", calculemos
PQlw--aqu‘
function [u] = orth_proj_subspace_orth_basis_naive(Q, v),
n, m = size(Q); u = complex(zeros(n, 1));

for k =1 : m,

coef = QC:, k)’ * v;

u =u + coef * QC:, k);
endfor

endfunction



Programacién de P, o v

function [u]l = orth_proj_subspace_orth_basis(Q, v),
u=Q * (Q” * v);

endfunction



i Como generar listas de vectores ortonormales?

Para generar matrices @ con columnas ortonormales, llamamos la funcién qr

que ya esta realizada en el lenguaje de programacién o en librerias estandares.
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i Como generar listas de vectores ortonormales?

Para generar matrices @ con columnas ortonormales, llamamos la funcién qr

que ya esta realizada en el lenguaje de programacién o en librerias estandares.

Hay varios algoritmos similares a qr.

Uno de estos algoritmos es la ortonormalizacién de Gram y Schmidt.



Pruebas

function [er] = test_orth_proj_subspace_orth_basis(n, m),
X

randn(n, m) + 1i * randn(n, m); [Q, R] = qr(X);

v = randn(n, 1) + 1i * randn(n, 1);

ul = orth_proj_subspace_orth_basis_naive(Q, v);
u = orth_proj_subspace_orth_basis(Q, v);

W =V - u;

erl = norm(ul - u);

er2 = norm(Q’ * w);

er3 = abs(u’ * u + w’ * w - v’ % v);

er = [erl, er2, er3];

endfunction
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