Projeccién ortogonal sobre un subespacio cerrado

Objetivos. Dado un espacio de Hilbert H y un subespacio cerrado S de H, demostrar
la existencia de un operador lineal Pg tal que PZ = Pg, im(Ps) = S y ker(Ps) = S*. Este
operador se llama la proyeccion ortogonal sobre S.

1 Ejercicio. Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio cerrado de H, v € H.
Supongamos que ©v € S y v — u € S*. Demostrar que u es el elemento de S més cercano
av.

2 Ejercicio. Sea H un espacio con producto interno y sean x,y € H. Mostrar que

Iz +ylI* = ll2]* + 2Re({z, ) + lly]I*.

3 Teorema. Sean H un espacio de Hilbert, S un subespacio cerrado de H, v € H.
Entonces, existe un tnico vector u € S tal que v —u € S*.

Demostracion. Unicidad. Supongamos que u,a € S tales que v —u € St y v —a € S*.
Entonces, u —a € SN S*, luego u — a = 0.

Existencia. Sea u el elemento de S més cercano a v, esto es, |[u —v|| < ||u — s|| para cada
s en S. Pongamos w = v — u y demostremos que w L S. Razonando por contradiccién
supongamos que w ¢ St. Elegimos a € S tal que (w,a) # 0. Pongamos

/\::<Hwa—7]|a2>’ q = u+ Aa.

Entonces, ¢ € S. Mostremos que ¢ es mas cercano a v que u:
lo = al* = w = Aal* = ] = 2Re(X (w,a) ) + A ]
(w,a) | [w,a)f

N (w,0)

= [Jwl* -2 = [lwll* = =
lal” el lall?

< Jlwl.

Esto contradice a la suposiciéon que u es el elemento de S mas cercano a v. Concluimos
que w € S*+. n

4 Definicién. Sean H un espacio de Hilbert, S; y Sy subespacios cerrados de H. Se
escribe H =51 ® Sy, 81 H =51+ Sy y 51 L Sy, esto es,

Vo € 5, Yy € S, (x,y) = 0.
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5 Ejercicio. Sean H, Sy, S tales que H = S; @ Sy. Mostrar que S; NSy = {0g4}.

Con la notacion de la Definicién 4, el Teorema 3 se puede escribir de la siguiente manera
equivalente.

6 Teorema. Sean H un espacio de Hilbert y S un subespacio cerrado de H. Entonces,

H=S&S5".

7 Proposicion. Sean H un espacio de Hilbert y S un subespacio cerrado de H. Entonces
existe una unica funcion P: H — H tal que para cada v en H

PveS, (I — P)v € S*.
Mas aun, este operador P tiene las siguientes propiedades.

1. P es lineal.

NS}

- [Pv]| < ||v|| para cada v en H.

3. P2=P.

4. P(H) =S, ker(P) = S*.

5. (Pz,y) = (z, Py) para cada x,y € H.

Demostracion. La existencia y unicidad de P se siguen del Teorema 3. Demostremos que
P es lineal. Sean a,b € H, £ € C. Entonces

P(a)e S, Pb)€S, a—Pa)eS*t, b—P(b)ecS.
Pongamos x := £ P(a) + P(b). Entonces,
r €S, (Ca+b)—x=E(a— P(a)) + (b— P(b) € S*.

Por lo tanto, P(¢a +b) = . O
8 Definicion. En la situacion de la Proposicion 7, denotamos el operador P por Ps.

9 Corolario. Sean H, S, P como en la Proposicion 7. Supongamos que P # 0. Entonces
1P|l = 1.
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10 Corolario. Sean H, S, P como en la proposicion anterior. Pongamos (Q = I — P.
Entonces

Q*=Q, QH)=5" ke(Q) =S5

11 Ejercicio. En C? consideremos los vectores

af] -

Verificar si Pyq)Pyp) coincide con Py Py,). Se recomienda calcular las matrices de estos
dos operadores o aplicar estos operadores al vector es.

12 Ejercicio. Sean Sp, .55 subespacios cerrados de H. Demostrar que las siguientes tres
condiciones son equivalentes:

n 51 C 5y
» Pg Ps, = Pg;

» Pg,Ps, = Pg,.
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