La proyeccion ortogonal sobre el subespacio unidimensional

Egor Maximenko
https: / /esfm.egormaximenko.com

Instituto Politécnico Nacional (México)
Escuela Superior de Fisica y Matematicas

7 de junio de 2022


https://esfm.egormaximenko.com

Plan

© Introduccién



Objetivos

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno, y sea a € H, a # 0py.



Objetivos

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno, y sea a € H, a # 0py.

Denotamos por S el subespacio vectorial de H generado por a.



Objetivos

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno, y sea a € H, a # 0py.
Denotamos por S el subespacio vectorial de H generado por a.

Vamos a definir el operador de la proyeccion ortogonal sobre S.



Objetivos

Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno, y sea a € H, a # 0py.
Denotamos por S el subespacio vectorial de H generado por a.
Vamos a definir el operador de la proyeccion ortogonal sobre S.

Este operador se denota por P, o por Ps.



Prerrequisitos

= El subespacio generado por un vector no nulo.
s El producto interno y sus propiedades basicas.

s El complemento ortogonal de un conjunto.
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Repaso: el subespacio generado por un vector no nulo

Sea V un espacio vectorial complejo y sea a € V, a # 0y,.

Denotemos por lin(a) el conjunto de las combinaciones lineales del vector a:
lin(a) ={veV: 3IAeC v=DMAa}.
En otras palabras, lin(a) consiste de todos los mdltiplos complejos del vector a:
lin(a) = Ca.

Es el subespacio minimo de V' que contiene al vector a.
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Repaso: subespacios unidimensionales de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial complejo.
Sean a € V\ {0y}, S :=lin(a).

Entonces la lista de un elemento a es una base ordenada de S, asi que

dim(S) = 1.

Al revés, si S es un subespacio de V de dimensién 1,
entonces existe a en V' \ {Oy} tal que S = lin(a).
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Repaso: productos internos en un espacio vectorial complejo

Sea H un espacio vectorial complejo.
Una funcién (-,-): H x H — C se llama producto interno en H si

1) es lineal respecto al primer argumento,

2) el lineal conjugada respecto al segundo argumento,

)
)

3) es hermitica: Va,be H (b,a) = (a,b),
)

4) es positiva definida: Vae H\ {Oy} (a,a) > 0.

La propiedad 2) se puede omitir porque se sigue de 1) y 3).
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Repaso: el complemento ortogonal de un conjunto

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno (-, -).
Dado X C H,

Xt ={veH: vl1X},
esto es,

Xt ={veH: V¥xeX vL1x}
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Proposicién

Sea a € H y sea S :=lin(a). Entonces

e = G

Demostracién.
Como {a} C S, obtenemos S+ C {a}*.

Sea v € {a}* y sea x € S. Entonces existe A en C tal que x = Aa. Luego
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Repaso: el complemento ortogonal de un conjunto unipuntual

Proposicién

Sea a € H y sea S :=lin(a). Entonces

e = G

Demostracién.
Como {a} C S, obtenemos S+ C {a}*.

Sea v € {a}* y sea x € S. Entonces existe A en C tal que x = Aa. Luego

(v,x) = (v, a) = A (v,a) =0.
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Proposicién
Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H, a # 0y.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

AwuesS v—ueSTt

w=VvV—-u

On
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Supongamos que u € Sy v —u € St
Como u € lin(a), existe A en C tal que u = Aa.
Comov—ul a,
0= (v—u,a)=(v—2Aa,a) = (v,a) — \(a, a).

Por lo tanto, A debe de ser A = v, a>.
(a,a)

Hemos mostrado que u se determina por a y v de manera Unica:

{v,a)
(a,a)

u =
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Existencia de u

_ (v, a)
A= 2.3

U= M\a.

Por la construccién,
u=MAaclin(a)=S.

Probemos que v — u L a.

(v—u,a) = (v—DXaa) = (v,a) — \Na,a) = (v,a) — 2:: :i (a,a)
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_ (v, a)
A= 2.3

U= M\a.

Por la construccién,
u=MAaclin(a)=S.

Probemos que v — u L a.

(v—u,a) = (v—Aa,a) = (v,a) — \(a,a) = (v,a) — g:ji (a,a) = 0.



Existencia de u

Por la construccién,
u=MAaclin(a)=S.
Probemos que v — u L a.

(v—u,a) = (v—Aa,a) = (v,a) — \(a,a) = (v,a) — g:ji (a,a) = 0.

Como S+ = {a}*, hemos demostrado que v — u € S*.



Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién
Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.

Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.




Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:

A=



Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:




Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:




Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:




Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:




Otra forma de la proposiciéon demostrada

Proposicién

Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Entonces

3 (u,w) € S xSt v=u+w.

Férmulas explicitas para calcular vy w:

(2,3)’ U= Aa, wi=v — Aa.
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la descomposicién del espacio en la suma directa de Sy S+

Proposicién
Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a € H\ {0y}.
Denotemos lin(a) por S.

Entonces H es la suma directa de Sy S*.

Algunos autores denotan la suma directa con +, algunos con @.



El caso a = Oy

Ejercicio. Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a = 0y.

Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Demostrar que
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El caso a = Oy

Ejercicio. Sea H un espacio vectorial complejo con un producto interno y sea a = 0y.
Denotemos lin(a) por S. Sea v € H. Demostrar que

NwuesS v—ueSt

Notamos que en este caso la férmula para u no es la misma que en el caso a # 0.
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Sea H un espacio vectorial complejo con producto interno, y sea a € H, a # Oy.
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Proposicién (la imagen de P,)

P.[H] = S.

C. Sea y € P,[H]. Entonces existe v en H tal que y = P,(v). Luego

:iijaenmazs

D. Sea x € S. Entonces x = P,(x) € P,[H].
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Caso H=C", (a,b) = b*a

Primero notemos que para cualquier a en C" y cualquier £ en C,
un escalar por un vector - €£a = af < una matriz n x 1 por una matriz 1 x 1.

Luego

1 . 1,
= .2 ((aa*v)) = ((a,a> aa ) v.

En los dltimos dos pasos usamos la asociatividad de la multiplicacién de matrices.



El caso H =C"

Hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicién

Si a e C", a#0,, entonces la matriz asociada al operador P, es

1
aa”,
a*a
esto es,
ai
1 _ _
n al an




Plan

© Ejercicios



En todos los ejercicios suponemos que
= H es un espacio vectorial complejo con un producto interno,
m acH, a 75 Oy,
= S =lin(a).

Ejercicio. Encontrar el nicleo de P;:

ker(P,) =7.



La proyeccion complementaria

Sea Q, =1—-P,.
Ejercicio. Demostrar que

Qg - Qa‘

Ejercicio. Encontrar el nicleo y la imagen de Q:

ker(Q,) =7, im(Q,) ="7.
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i Como se cambia P, cuando dilatamos el vector a?

Ejercicio. Sea £ € C, £ # 0. Demostrar que

Pey = P,.

En otras palabras, si b € H y lin(b) = lin(a), entonces

Py = P,.



Un ejemplo numérico
Ejercicio. Encontrar la matriz P, y los vectores u = P,v, w = v — u, si
4 7.5
a= , v = .
1 4

P2 — P,, P =P,, w L a, (u,u) + (w,w) = (v,v).

Hacer comprobaciones:



Cédigo en Sagemath

def orth_proj_over_vector(a, v):

return (v.dot_product(a) / a.dot_product(a)) * a

def test_orth_proj():
n = 4; al = random_vector(CDF, n); vl = random_vector(CDF, n)
ul = orth_proj_over_vector(al, v1); wl = vl - ul
ulul = ul.dot_product(ul); wiwl = wil.dot_product(wl)
vivl = vi.dot_product(vl); wilal = wl.dot_product(al)
print(al); print(vl); print(wlal); print(ulul+wlwl); print(vivil)

test_orth_proj()



Reflexién ortogonal respecto a un hipersubespacio

SJ_

On

Ejercicio.
Seanae H, a# 0y, veH.
Pongamos S = lin(a).

Encontrar x € H tal que
x—veESs§,

1
E(V +x) e St
Si denotamos x por R,(v),

iqué propiedades tiene R,?
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