Operadores acotados por abajo

Objetivos. Estudiar el concepto de operadores acotados por abajo (= transformaciones
lineales acotadas por abajo) y un par de sus aplicaciones.

Prerrequisitos. Espacios de Hilbert, operadores lineales acotados invertibles, operadores
lineales inyectivos, la imagen de un operador lineal, el adjunto de un operador lineal.

En este tema suponemos que H;, Hy son espacios de Hilbert.

1 Definicién. Un operador A de clase B(H;, Hy) se llama acotado por abajo si existe
v > 0 tal que
Vee Hi | Az|n, = vz n,-

2 Proposicion. A es acotado por abajo si, y sélo si,

inf || Az||g, > 0.
xeH,
=l 7, =1

Demostracion. Ejercicio. O]
3 Proposicién. A no es acotado por abajo si, y sélo si, existe una sucesion (ug)gen €n
H, de vectores de norma 1 tal que

k—oo

Demostracion. =. Supongamos que A no es acotado por abajo. Por la Proposicién 2,

inf ||A =0.
it Az, =0
lzll e, =1

Para cada k en N, el nimero 1/k no es cota inferior del conjunto
{HA:CHH2 S Hl? HxHHl = 1}7

por eso existe u, en Hy tal que ||ugl|m, =1y ||Az||m < 1/k.

«. Ejercicio. O
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4 Proposicién. Si A € B(Hy, Hs) y A es acotado por abajo, entonces A es inyectivo y
el subespacio im(A) es cerrado.

Demostracion. 1. Si x € Hy y Az = Op,, entonces
1
[/l < ;HA:EHHz = 0.

2. Sean (vg)ken una sucesién en im(A) y w € Hj tales que w, — v cuando k — oco. Para
cada k en N, encontramos u en H; tal que Auy = vg. Como (vg)ren es de Cauchy en Hy
y para cada 7,k en N se tiene la desigualdad

1
uj — g, < ;HAUJ — Aug||m,,

concluimos que (uy)gen es de Cauchy. Luego (uy)gen tiene un limite p. Como A es continuo,
tenemos que Auy — Ap. Por otro lado, Auy = vy, — w. Luego Ap =w y w € im(A). O

5 Repaso (operadores invertibles).
Inv(B(Hy, Hy)) = {A € B(H,Hy): 3SeB(Hy H) SA=1Iy, A AS= 1H2}.

En esta definicién estamos requiriendo que el operador inverso sea acotado. En realidad,
el teorema de Banach—Schauder afirma que esto sucede de manera automatica. Si A €
Inv(B(Hy, Hs)), entonces existe un tunico operador S en B(Hs, Hy) tal que SA = Iy, v
AS = Iy,. Este operador se denota por A~.

6 Proposicién. Si A € Inv(B(Hy, Hs)), entonces A es acotado por abajo.

Demostracion. Sea A € Inv(B(Hy, Hy)). Para cada x en Hy,
2/l = A7 Az, < A7 1Az 1,

Luego

|Az|| g, > AT ] -

7 Proposicién. Si A € B(Hy, Hy) tal que A es acotado por abajo y A* es acotado por
abajo, entonces A € Inv(B(Hy, Hy)).

Demostracion. Ya sabemos que ker(A) = {0g, }, ker(A*) = {On,} v el subespacio im(A)
es cerrado. Luego

im(A) = cl(im(A)) = ker(A*)* = {0y, }" = Ha.
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Como la funcién A es inyectiva y sobre, existe una funcién inversa. La denotamos por
A1 Es facil ver que A™! es lineal. Demostremos que A~! es acotada. Sea v > 0 tal que

Vee Hi | Az|u, = vz n,-
Para cada x en H; tenemos que
||I||H1 = ||AA_137”H1 > 7”14_11:”1{27

asf que la transformacién linael A es acotada y || A7 < 1/7. O
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