Todo conjunto abierto en el plano
es una union numerable de rectangulos abiertos

Objetivos. Demostrar que todo conjunto abierto en el plano es una unién numerable de
rectangulos abiertos. Se supone que la topologia del plano estd inducida por la métrica
euclidiana.

Requisitos. Bola en un espacio métrico, producto cartesiano de dos conjuntos, la distan-
cia entre un punto y un conjunto.

Dados # € R? y A C R? denotemos por Dy (z) la “distancia minima” del punto z al
conjunto A:
D4(z) == inf d(x,a).

a€A

Sabemos que si A es cerrado y = ¢ A, entonces
Dy(z) > 0.
Mis atin, sabemos que si 7,y € R?, Z C R?, entonces
Dz(z) < d(z,y) + Dz(y).

1 Observacién. El conjunto vacio se puede representar como una unién numerable de
rectangulos vacios, por ejemplo,

o= J(7.6) x (4,4).

Este caso trivial esta excluido de la siguiente proposicion.

2 Proposicidén (los conjuntos abiertos en el plano euclidiano en términos de rectdngulos
abiertos). Sea A un conjunto abierto en R*, A # &. Entonces existe una sucesién de
rectdngulos abiertos ((ax,by) X (ck,dk))keN tal que

A= U (ak,bk) X (Ck,dk).
keN

Demostracién. El caso A = R? es simple:

R* = | J(=k k) x (—k, k).

keN

Consideramos el caso A # R2. El conjunto A N Q? estd contenido en Q?, por eso es es
numerable. Elegimos una numeracién (pg)ren de este conjunto:

{pkl k’EN}:AﬂQz.
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Denotemos R? \ A por C. Como p, ¢ C y C es cerrado, tenemos que D¢ (py) > 0.
Denotemos este niimero por ry:

re = Dc(pr) = ;gg d(pk, q)-

Representamos cada punto p, como py = ((p)1, (pr)2). Construimos los siguientes cua-
drados abiertos alrededor de los puntos py:

Ry = ((pk) \T/— (Pr)1 + E) X ((pk) \T/— (Pr)2 + E)

Vamos a demostrar que
A= R

Es facil ver (jejercicio!) que

Tk

B <pk, E> C Ry, € B(pk, k)

Por lo tanto, Ry C A para cada k en N, y

R cA

keN

Falta demostrar la contencién inversa. Sea a € A, a = (ay,as), y sea
d = D¢(a).

Como a ¢ C'y C es cerrado, tenemos que 6 > 0. Usando la densidad de Q en R encon-
tramos by, by € Q tales que

\bl—a1]< |b2— 2‘<

1)
42 4f

Pongamos b = (by, be). Entonces

d(a,b) < Z

y por lo tanto b € A. Como b € AN Q?, existe un tinico k¥ en N tal que b = p;,. Notemos
que

D¢(a) < d(a, pr) + De(p),
de donde

6 0
e = Dc(pr) > De(a) — d(a,pr) > 6 — 1 > 5

Como d(a,px) < 0/4, concluimos que

d
aeB(pk,Z) C B(m. %) € R =
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