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@ Introduccién
© Normas en C”
© Comparacién de normas (repaso)

@ Equivalencia de todas las normas en C”



= Recordar la definicién de las normas || - ||, en C".

= Conocer ejemplos de otras normas en C".

= Demostrar que todas las normas en C” son equivalentes entre si.



Prerrequisitos

Comparacién y equivalencia de normas.

Completez de C.

» Espacios compactos, conjuntos compactos en C".

La imagen de un conjunto compacto bajo una funcién continua.



Aplicaciones

= Si V es un espacio vectorial complejo de dimensién finita,

entonces todas las normas en V son equivalentes entre si.

= Si V es un espacio normado complejo de dimensién finita,

entonces V es de Banach.



Las normas || - ||, en C” (repaso)

Para 1l < p < 40,

n 1/p
lallp = (Z Iak!p> (acCn).

k=1
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Las normas || - ||, en C” (repaso)

Para 1l < p < 40,

Para p = +o0,

|2lloo := max ay].



Las normas || - ||, en C” (repaso)

Para 1l < p < 40,

Para p = +oq,

|2lloo := max ay].

Proposicion

Sea 1 < p < +o00. Entonces || - ||, es una norma en C".
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Las normas || - ||, en C” (repaso)

Para 1l < p < 40,

n 1/p
lallp = (Z Iak!"> (acCn).
k=1

Para p = +oq,

|2lloo := max ay].

Proposicion

Sea 1 < p < +o00. Entonces || - ||, es una norma en C".

Idea de demostracién para 1 < p < +oc:
Young, Hoélder, Minkowski (de la misma manera como en ¢P o en LP).
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Proposicion
Sea 1 < p < +o0. Entonces el espacio (C”, || - ||5) es de Banach.
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Proposicion
Sea 1 < p < +o0. Entonces el espacio (C”, || - ||5) es de Banach.

Primera demostracion: razonar de la misma manera como en /P,
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Segunda demostracion: usar la completez de ¢P y un encaje de C" en (P,



Normas en C"
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Segunda demostracion: usar la completez de ¢P y un encaje de C" en (P,

I. Demostrar que el siguiente conjunto es un subespacio cerrado de /P:

Ty = {aE(CN: Vk > n ak:O}.
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Segunda demostracion: usar la completez de ¢P y un encaje de C" en (P,

I. Demostrar que el siguiente conjunto es un subespacio cerrado de /P:
Fn = {aE(CN: Vk >n ak:O}.
Il. Definimos J: C" — F,,

(X1, yXn) = (x1,...,%,0,0,...).

Demostrar que J es un biyeccién isométrica, si consideramos C” con la norma || - ||,

y Fn con la restriccion de la norma de || - ||, de ¢P.
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Tercera demostracion: caracterizar la convergencia en términos de las componentes.
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Tercera demostracion: caracterizar la convergencia en términos de las componentes.

Sea (as)sen una sucesién en (C”, || - ||p). Entonces

(as)sen es de Cauchy = Vke{l1,...,n} ((3s)k) 4oy €s de Cauchy.
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La completez del espacio C” con la norma || - ||,

Tercera demostracion: caracterizar la convergencia en términos de las componentes.

Sea (as)sen una sucesién en (C”, || - ||p). Entonces

(as)sen es de Cauchy = Vke{l1,...,n} ((as)k) ;o €s de Cauchy.

v

Sea (as)sen una sucesion en C", y sea b € C".

(as)k = bx-

lerT;o||as_b||P:0 = Vk e {1,...,n} Jim_
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Normas en C! le normas
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Otras normas en C”

Hay muchas otras normas en C”. Por ejemplo,

n

Ni(a) =D (k +1)|al,

k=1
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Otras normas en C”

Hay muchas otras normas en C”. Por ejemplo,

n

Ni(a) =D (k +1)|al,

k=1

Na(a) = ||alloo + 7]|all2,



Normas en C"

[e]e]e]e] J

Otras normas en C”

Hay muchas otras normas en C”. Por ejemplo,

n

Ni(a) =D (k +1)|al,

k=1

Na(a) = ||alloo + 7]|all2,

N3(a) == max{|a| +|a2|, |a2|+]asl, ..., [an-1|+ anl}.
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Comparaciéon de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a )

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Vv eV Nl(V) <C N2(V).
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Comparaciéon de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a )

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Vv eV Nl(V) <C N2(V).

Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria < es transitiva y reflexiva.
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Comparaciéon de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a )

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Vv eV Nl(V) <C N2(V).

Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria < es transitiva y reflexiva.

Observacion. Si N; < N», entonces N; < Nb.
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Equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definicién (equivalencia de normas)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> <~ (Nl = N2) A\ (N2 = Nl).
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Equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definicién (equivalencia de normas)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> <~ (Nl = N2) A\ (N2 = Nl).

Ejercicio. Demostrar que < es una relacién de equivalencia.
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Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", -1l =0 -
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Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", -1l =0 -

En efecto, para a en C",

n n n 1/2
lalls = okl = lawl - 1 < |allz (Z 12) = vn|al2.

k=1 k=1 k=1
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Equivalencia de las normas || - ||, en C”

Ejercicio. En el espacio C" consideramos las normas || - ||, y || - ||q, donde

1<p<qg<+o.

I. Demostrar que || - ||g < || - I|p-

[I. Demostrar directamente que || - ||, < || - [|q,

es decir, encontrar una constante C, , 4 > 0 tal que
VaeC"  |allp < Cpgnllallg-

Sugerencia para |l: aplicar de manera apropiada la desigualdad de Hélder.



ivalencia de todas las normas en

Si no se dice otra cosa, entonces R” y C” se consideran con la norma euclideana.



Equivalencia de todas las normas en C"
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Compactos en R" y C”

Si no se dice otra cosa, entonces R” y C” se consideran con la norma euclideana.

Proposicién (criterio de subconjuntos compactos en R” o C")

Sea ACR" (0 ACC"). Entonces A es compacto <=
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Compactos en R" y C”

Si no se dice otra cosa, entonces R” y C” se consideran con la norma euclideana.

Proposicién (criterio de subconjuntos compactos en R” o C")

Sea ACR"” (0 ACC"). Entonces A es compacto <= A es cerrado y acotado.
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Compactos en R" y C”

Si no se dice otra cosa, entonces R” y C” se consideran con la norma euclideana.

Proposicién (criterio de subconjuntos compactos en R” o C")

Sea ACR"” (0 ACC"). Entonces A es compacto <= A es cerrado y acotado.

Proposicién (el minimo y méaximo de un conjunto compacto no vacio en R)

Sea A C R, A compacto, A # (). Entonces

inf(A) € A, sup(A) € A.




Equivalencia de todas las normas en C"
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Funciones continuas, definidas en compactos (repaso)

Proposicién (la imagen de un compacto bajo una funcién continua)

Sean X, Y espacios topoldgicos, X compacto, y sea f € C(X,Y).
Entonces f[X] es compacto.
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Funciones continuas, definidas en compactos (repaso)

Proposicién (la imagen de un compacto bajo una funcién continua)

Sean X, Y espacios topoldgicos, X compacto, y sea f € C(X,Y).
Entonces f[X] es compacto.

Corolario (el minimo y méaximo de una funcién real continua en un compacto)

Sea X un espacio topoldgico compacto no vacio, y sea f € C(X,RR). Entonces

inf(f[X]) € f[X], sup(f[X]) € f[X].

En otras palabras, existen x,y € X tales que f(x) = inf(f[X]), f(y) = sup(f[X]).
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La desigualdad inversa del triangulo para las normas (repaso)

Ejercicio. Sea (V, N) un espacio normado. Demostrar que para cada a, b en V,

[N(a) — N(b)| < N(a— b).

Sugerencia: |t|<u <— —u<t<u.



Equivalencia de todas las normas en
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Teorema

Sea N una norma en C". Entonces N < || - ||2.
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1. Demostremos que N =< |

|2
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1. Demostremos que N =< |

|2.
yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,} i’
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

N(a)



Equivalencia de todas las normas en

[e]e]e]e] Jelee]e]

1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

N(a) =
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

n

N(a) =N Z ay €k

k=1
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

N(a) =N Z arer | <
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de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en C
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

n

N(@)= N> are | < z": |ak| N(ex)
k=1

k=1
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1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M= (> N(e)?
k=1
Para cada a en C”,
W Cauchy

n
N(a) =N Z arer | < Z lak| N(ex) <
k=1 k=1
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[e]e]e]e] Jelee]e]

1. Demostremos que N =< |

|2

yo yoa n
Denotemos por e al k-ésimo vector de la base canédnica: e, = [5;(7,}

r=1°

Sea
1/2

M = Z N(ex)?
k=1

Para cada a en C”,

n

1 Cauchy
N(a) =N Z aker | < Z lak| N(ex) < M||a||2.
k=1 k=1
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2. Demostremos que N es continua en (C", |

2)-

La funcién N tiene dominio C".
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[e]e]e]e]e] leje]e]

2. Demostremos que N es continua en (C", |

2)-

La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.



Equivalencia de todas las normas en

[e]e]e]e]e] leje]e]

2. Demostremos que N es continua en (C", |

|2)-
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) — N(b)]
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2. Demostremos que N es continua en (C", |

|2)-
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| <
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2. Demostremos que N es continua en (C", |

|2)-
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a—b)
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2. Demostremos que N es continua en (C", |

|2)-
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

IN(a) — N(b)| < N(a— b) <



n

Introduccién No se . Comparacién de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en C

[e]e]e]e]e] leje]e]

2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.
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2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.

3. La funcién N alcanza su valor minimo en la esfera euclideana.
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2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.

3. La funcién N alcanza su valor minimo en la esfera euclideana.

S={aeC": |Ja|2=1}.
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2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.

3. La funcién N alcanza su valor minimo en la esfera euclideana.
S={aeC": |Ja|2=1}.

Como N es continua 'y S es un compacto, existe x en S tal que N(x) = inf(N[S]).
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2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.

3. La funcién N alcanza su valor minimo en la esfera euclideana.
S={aeC": |Ja|2=1}.

Como N es continua 'y S es un compacto, existe x en S tal que N(x) = inf(N[S]).
Denotamos N(x) por C.
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2. Demostremos que N es continua en (C", | - ||2).
La funcién N tiene dominio C"”. Dotamos este dominio de la norma || - [|2.

Entonces N es Lipschitz continua:

[N(a) = N(b)| < N(a— b) < M la— b]z.

3. La funcién N alcanza su valor minimo en la esfera euclideana.
S={aeC": |Ja|2=1}.

Como N es continua 'y S es un compacto, existe x en S tal que N(x) = inf(N[S]).

Denotamos N(x) por C. Como x # 0, y N es una norma, concluimos que C > 0.
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4. Demostremos que |

2 < N.
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2 < N.

Ya vimos que para cada y en C”,

lyll2 =1 == N(y) > C.
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4. Demostremos que |

.

2 < N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

Ix1l2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y = X y obtenemos lo siguiente:
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4. Demostremos que |

.

2 < N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

Ix1l2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y = X y obtenemos lo siguiente:

N(x)
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4. Demostremos que |

.

2 < N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

Ix1l2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y = X y obtenemos lo siguiente:

N(x) =
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lIx[l2y)

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lixll2y) =

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N([Ix[l2y) = lIx]l2N(y)

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lIx[l2y) = lIxl2N(y) =

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lix[l2y) = lIxllaN(y) = Clix]l2,

n



n

Introduccién No se . Comparacién de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en C
000 0000C 0000 000000000

4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lix[l2y) = lIxllaN(y) = Clix]l2,

esto es,

12
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y = I
X||2

X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lix[l2y) = lIxllaN(y) = Clix]l2,

esto es,
Ix1l2 <

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y = I
X||2

X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lix[l2y) = lIxllaN(y) = Clix]l2,

esto es, 1
Ixll2 < & N(x).

n
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4. Demostremos que || - [[2 = N.

Ya vimos que para cada y en C”,
Iylo=1 = N(y)>C.

1

lxll2

Si x € C", x # 0, entonces pongamos  y X y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(lix[l2y) = lIxllaN(y) = Clix]l2,

esto es, 1
Ixll2 < & N(x).

Esta desigualdad también se cumple para x = 0,. []
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Corolarios

Hemos demostrado que cualquier norma en C” es equivalente a || - ||2.
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Corolarios

Hemos demostrado que cualquier norma en C” es equivalente a || - ||2.

Corolario

Sean N; y N5 dos normas en C". Entonces N; =< No.
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Corolarios

Hemos demostrado que cualquier norma en C” es equivalente a || - ||2.

Corolario

Sean N; y N5 dos normas en C". Entonces N; =< No.

Demostracion. Sabemos que

Ny =< || - |2, Ny =< || - |2
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Corolarios

Hemos demostrado que cualquier norma en C” es equivalente a || - ||2.

Corolario

Sean N; y N5 dos normas en C". Entonces N; =< No.

Demostracion. Sabemos que
No< |- fl2,  Nax |-

Usamos el hecho que < es una relacidén de equivalencia. [



Equivalencia de todas las normas en
00000000

Corolarios

Hemos demostrado el teorema que cualquier norma en C" es equivalente a || - ||2.
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Corolarios

Hemos demostrado el teorema que cualquier norma en C" es equivalente a || - ||2.

Corolario

Todas las normas en C” inducen la misma topologia.




Equivalencia de todas las normas en
00000000

Corolarios

Hemos demostrado el teorema que cualquier norma en C" es equivalente a || - ||2.

Corolario

Todas las normas en C” inducen la misma topologia.

Corolario

Sea N una norma en C". Entonces (C", N) es de Banach.




	Introducción
	Normas en Cn
	Comparación de normas (repaso)
	Equivalencia de todas las normas en Cn

