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21 de octubre de 2022

https://www.egormaximenko.com


Introducción Normas en Cn Comparación de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en Cn

1 Introducción

2 Normas en Cn

3 Comparación de normas (repaso)

4 Equivalencia de todas las normas en Cn



Introducción Normas en Cn Comparación de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en Cn

Objetivos

Recordar la definición de las normas ∥ · ∥p en Cn.

Conocer ejemplos de otras normas en Cn.

Demostrar que todas las normas en Cn son equivalentes entre si.
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Prerrequisitos

Comparación y equivalencia de normas.

Completez de C.

Espacios compactos, conjuntos compactos en Cn.

La imagen de un conjunto compacto bajo una función continua.



Introducción Normas en Cn Comparación de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en Cn

Aplicaciones

Si V es un espacio vectorial complejo de dimensión finita,
entonces todas las normas en V son equivalentes entre si.

Si V es un espacio normado complejo de dimensión finita,
entonces V es de Banach.
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Las normas ∥ · ∥p en Cn (repaso)

Para 1 ≤ p < +∞,

∥a∥p :=
( n∑

k=1
|ak |p

)1/p

(a ∈ Cn).

Para p = +∞,
∥a∥∞ := max

1≤k≤n
|ak |.

Proposición
Sea 1 ≤ p ≤ +∞. Entonces ∥ · ∥p es una norma en Cn.

Idea de demostración para 1 < p < +∞:
Young, Hölder, Minkowski (de la misma manera como en ℓp o en Lp).
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Young, Hölder, Minkowski (de la misma manera como en ℓp o en Lp).



Introducción Normas en Cn Comparación de normas (repaso) Equivalencia de todas las normas en Cn

La completez del espacio Cn con la norma ∥ · ∥p

Proposición
Sea 1 ≤ p ≤ +∞. Entonces el espacio (Cn, ∥ · ∥p) es de Banach.

Primera demostración: razonar de la misma manera como en ℓp.
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La completez del espacio Cn con la norma ∥ · ∥p

Segunda demostración: usar la completez de ℓp y un encaje de Cn en ℓp.

I. Demostrar que el siguiente conjunto es un subespacio cerrado de ℓp:

Fn :=
{

a ∈ CN : ∀k > n ak = 0
}

.

II. Definimos J : Cn → Fn,

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .).

Demostrar que J es un biyección isométrica, si consideramos Cn con la norma ∥ · ∥p

y Fn con la restriccion de la norma de ∥ · ∥p de ℓp.
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La completez del espacio Cn con la norma ∥ · ∥p

Tercera demostración: caracterizar la convergencia en términos de las componentes.

Lema
Sea (as)s∈N una sucesión en (Cn, ∥ · ∥p). Entonces

(as)s∈N es de Cauchy ⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , n}
(
(as)k

)
s∈N es de Cauchy.

Lema
Sea (as)s∈N una sucesión en Cn, y sea b ∈ Cn.

lim
s→∞

∥as − b∥p = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , n} lim
s→∞

(as)k = bk .
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Otras normas en Cn

Hay muchas otras normas en Cn. Por ejemplo,

N1(a) :=
n∑

k=1
(k + 1)|ak |,

N2(a) := ∥a∥∞ + 7∥a∥2,

N3(a) := max
{
|a1| + |a2|, |a2| + |a3|, . . . , |an−1| + |an|

}
.
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Comparación de normas en un espacio vectorial

Definición (N2 domina a N1)
Sea V un espacio vectorial complejo y sean N1, N2 normas en V .

N1 ⪯ N2 ⇐⇒ ∃C > 0 ∀v ∈ V N1(v) ≤ C N2(v).

Ejercicio. Demostrar que la relación binaria ⪯ es transitiva y reflexiva.

Observación. Si N1 ≤ N2, entonces N1 ⪯ N2.
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Equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definición (equivalencia de normas)
Sea V un espacio vectorial complejo y sean N1, N2 normas en V .

N1 ≍ N2 ⇐⇒ (N1 ⪯ N2) ∧ (N2 ⪯ N1).
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Ejemplo de comparación de normas

En el espacio Cn, ∥ · ∥1 ⪯ ∥ · ∥2.

En efecto, para a en Cn,

∥a∥1 =
n∑

k=1
|ak | =

n∑
k=1

|ak | · 1 ≤ ∥a∥2

( n∑
k=1

12
)1/2

=
√

n ∥a∥2.
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Equivalencia de las normas ∥ · ∥p en Cn

Ejercicio. En el espacio Cn consideramos las normas ∥ · ∥p y ∥ · ∥q, donde

1 ≤ p < q ≤ +∞.

I. Demostrar que ∥ · ∥q ≤ ∥ · ∥p.

II. Demostrar directamente que ∥ · ∥p ⪯ ∥ · ∥q,
es decir, encontrar una constante Cn,p,q > 0 tal que

∀a ∈ Cn ∥a∥p ≤ Cp,q,n∥a∥q.

Sugerencia para II: aplicar de manera apropiada la desigualdad de Hölder.
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Compactos en Rn y Cn

Si no se dice otra cosa, entonces Rn y Cn se consideran con la norma euclideana.

Proposición (criterio de subconjuntos compactos en Rn o Cn)
Sea A ⊆ Rn (o A ⊆ Cn). Entonces A es compacto ⇐⇒ A es cerrado y acotado.

Proposición (el ḿınimo y máximo de un conjunto compacto no vaćıo en R)
Sea A ⊆ R, A compacto, A ̸= ∅. Entonces

inf(A) ∈ A, sup(A) ∈ A.
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Funciones continuas, definidas en compactos (repaso)

Proposición (la imagen de un compacto bajo una función continua)
Sean X , Y espacios topológicos, X compacto, y sea f ∈ C(X , Y ).
Entonces f [X ] es compacto.

Corolario (el ḿınimo y máximo de una función real continua en un compacto)
Sea X un espacio topológico compacto no vaćıo, y sea f ∈ C(X ,R). Entonces

inf(f [X ]) ∈ f [X ], sup(f [X ]) ∈ f [X ].

En otras palabras, existen x , y ∈ X tales que f (x) = inf(f [X ]), f (y) = sup(f [X ]).
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La desigualdad inversa del triángulo para las normas (repaso)

Ejercicio. Sea (V , N) un espacio normado. Demostrar que para cada a, b en V ,

|N(a) − N(b)| ≤ N(a − b).

Sugerencia: |t| ≤ u ⇐⇒ −u ≤ t ≤ u.
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Teorema
Sea N una norma en Cn. Entonces N ≍ ∥ · ∥2.
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1. Demostremos que N ⪯ ∥ · ∥2.

Denotemos por ek al k-ésimo vector de la base canónica: ek :=
[
δk,r

]n
r=1.

Sea

M :=
( n∑

k=1
N(ek)2

)1/2

.

Para cada a en Cn,

N(a) = N
( n∑

k=1
akek

)
≤

n∑
k=1

|ak | N(ek)
Cauchy

≤ M ∥a∥2.
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2. Demostremos que N es continua en (Cn, ∥ · ∥2).

La función N tiene dominio Cn. Dotamos este dominio de la norma ∥ · ∥2.
Entonces N es Lipschitz continua:

|N(a) − N(b)| ≤ N(a − b) ≤ M ∥a − b∥2.

3. La función N alcanza su valor ḿınimo en la esfera euclideana.

S :=
{
a ∈ Cn : ∥a∥2 = 1

}
.

Como N es continua y S es un compacto, existe x en S tal que N(x) = inf(N[S]).
Denotamos N(x) por C . Como x ̸= 0n y N es una norma, concluimos que C > 0.
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4. Demostremos que ∥ · ∥2 ⪯ N.

Ya vimos que para cada y en Cn,

∥y∥2 = 1 =⇒ N(y) ≥ C .

Si x ∈ Cn, x ̸= 0n, entonces pongamos y = 1
∥x∥2

x y obtenemos lo siguiente:

N(x) = N(∥x∥2 y) = ∥x∥2N(y) ≥ C ∥x∥2,

esto es,
∥x∥2 ≤ 1

C N(x).

Esta desigualdad también se cumple para x = 0n.
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Corolarios

Hemos demostrado que cualquier norma en Cn es equivalente a ∥ · ∥2.

Corolario
Sean N1 y N2 dos normas en Cn. Entonces N1 ≍ N2.

Demostración. Sabemos que

N1 ≍ ∥ · ∥2, N2 ≍ ∥ · ∥2.

Usamos el hecho que ≍ es una relación de equivalencia.
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Corolario
Sea N una norma en Cn. Entonces (Cn, N) es de Banach.


	Introducción
	Normas en Cn
	Comparación de normas (repaso)
	Equivalencia de todas las normas en Cn

