Normas en C"

Objetivos. Recordar la definicién de las normas || - ||, en C". Demostrar que cualesquiera
dos normas en C" son equivalentes.

Sea n > 1. En estos apuntes trabajamos con el espacio C", pero resultados similares se
tienen también para R™.

Las normas canénicas en C"

1 Proposicién. Sea p € [1,400). Definimos N,: C* — [0, +00),

n 1/p
Ny(a) = (Z |ak|p> .

Entonces N, es una norma en C".

Demostracion. La propiedad subaditiva es la desigualdad de Minkowski, y las demas
propiedades se verifican facilmente. n

2 Proposicion. Sea a € C". Entonces

s Nole) = g haul

Demostracion. Pongamos M = méx;<i<y |ax|. Entonces

M < Ny(a) <n'/?M.
Pasamos al limite cuando p tiende a +o0o y obtenemos el resultado. O
3 Proposicién. Definimos Ny : C" — [0, +00),

Ny(a) = 1@}?@ |ag|.

Entonces N4, es una norma en C".
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Demostracion. Si a,b € C", entonces para cada k en {1,...,n} tenemos
|ak + bk| < |ak| + |bk| < NOO(CL) + Noo(b)

Luego Noo(a 4+ b) < Nyo(a) + N(b). Otras propiedades de norma también se verifican
facilmente. u

En vez de Ny(a) se escribe ||al|,.

4 Proposicion. Sea a € C". Entonces
lallee < llalla < flalls,

lally < Vallallz,  llallz < Vallafls.

5 Ejercicio. Sea V' un espacio vectorial complejo y sean N7 y Ny normas en V. Recuerde
qué significa la notacién N; < Ny y qué significa la notacién N; ~ Nj.

Equivalencia de las normas en C"

6 Proposicién. Sea N una norma en C". Entonces N ~ || - ||2.

Demostracion. Pongamos S = {a € C": ||al|s = 1}. Por ser acotado y cerrado en C*, S
es compacto. Definimos f: S — [0, +00),

f(a) = N(a).

Denotemos por ey, ..., e, ala base canénica en C" y pongamos

Apliquemos las propiedades de la norma N y la desigualdad de Hélder para p = 2 (la
desigualdad de Cauchy):

N(a) =N (Z akek> <) lag|N(ex) < Cllalla.

Luego para cualesquiera u,v en S

|[f(u) = f(v)| = [N(u) = N(v)| < N(u—=wv) < Cllu —vf]2.
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Esto implica que la funciéon f es continua. Siendo una funcién continua en un compacto,
f alcanza su valor minimo. Lo denotemos por C;. Como existe u en S tal que f(u) = Cf,
concluimos que C7 > 0. Ahora para cualquier v en C" con v # 0 obtenemos mv eSSy
por eso

1
V) = 1ol ¥ (0) = Gl
o]l
Hemos mostrado que N y || - ||2 son equivalentes. O
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