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@ Introduccién

© Comparacién de normas: definicién
© Ejemplos

@ Comparacién de normas y topologias

© Comparacion de normas y sucesiones de Cauchy



= Definir las relaciones < y < para normas en un espacio vectorial.

= Mostrar que la comparacién de normas esta relacionada con la comparacién de

topologias.

= Aplicar estos conceptos a la convergencia de sucesiones y sucesiones de Cauchy.



Introduccién

Prerrequisitos

= Espacios normados.

= Comparacién de topologias.



Comparacién de normas: definicién
[ Je]

Comparaciéon de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a Ny)

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Yve VvV Nl(V) <C N2(V).
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Definicién (N, domina a Ny)

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Yve VvV Nl(V) <C N2(V).

Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria < es transitiva y reflexiva.
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Comparaciéon de normas en un espacio vectorial

Definicién (N, domina a Ny)

Sea V' un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> < 3C >0 Yve VvV Nl(V) <C N2(V).

Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria < es transitiva y reflexiva.
Observacion. Si Ny < N, entonces Ny < No.

Observacion. Podriamos trabajar con las seminormas, en vez de las normas.



Comparacién de normas: definicién
oe

Equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definicién (equivalencia de normas)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> = (Nl = N2) A (N2 = Nl).
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Definicién (equivalencia de normas)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> = (Nl = N2) A (N2 = Nl).

Ejercicio. Demostrar que < es una relacién de equivalencia.
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Equivalencia de normas en un espacio vectorial

Definicién (equivalencia de normas)

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Ny < N> = (Nl = N2) A (N2 = Nl).

Ejercicio. Demostrar que < es una relacién de equivalencia.
Ejercicio. Demostrar que

Ny < N> <~ 4G, G >0 Yve VvV G Nl(v) < N2(V) < G Nl(v).
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Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", (= P2

En efecto, para cada a en C",

n n

lalli = lakl = D law] -1 <

k=1 k=1
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Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", (= P2

En efecto, para cada a en C",

n n n 1/2
lali= 3 Jal = 3" Jawl -1 < Jall (z 12>

k=1 k=1 k=1



Ejemplos
[ JeJe]e]

Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", (= P2

En efecto, para cada a en C",

n n n 1/2
Hm=zw=zmuswﬂiﬂ B

k=1 k=1 k=1
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Ejemplo de comparacion de normas

En el espacio C", (= P2

En efecto, para cada a en C",

n n n 1/2
lalls = > lal = > laul - 1 < lall2 (Z 12) = Vn|all2.

k=1 k=1 k=1
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Equivalencia de las normas || - ||, en C”

Ejercicio. En el espacio C" consideramos las normas || - ||, y || - |4, donde

1<p<qg<+o0.
Demostrar directamente que

llg < M- llos -l =20 e
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Equivalencia de las normas || - ||, en C”

Ejercicio. En el espacio C" consideramos las normas || - ||, y || - |4, donde

1<p<qg<+o0.
Demostrar directamente que

llg < M- llos -l =20 e

Observacion. En una de las siguientes clases demostraremos que

cualesquiera dos normas en C” son equivalentes.
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Un ejemplo de normas no equivalentes

En el espacio ¢! consideramos las normas || - |1y || - [|c-
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. k=1

m veces



racién de normas: definicién Ejemplos e no s c on de normas y suc

Un ejemplo de normas no equivalentes
En el espacio ¢! consideramos las normas || - |1y || - [|c-
Mostremos que || - ||1 Z || - || co-

Para cada m en N,

[$mlls _ m _

Ismlloe 1

sm=(1,...,1,0,0,...) = > e
. k=1

m veces

Por lo tanto, no existe C > 0 tal que

Vae it llallr < C|alco-
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Ejercicio. Sean p, g tales que
1<p<qg< 4o

Construir una sucesion de sucesiones (am)men, donde ap, € 2, tal que

jim omlle _ o
m—=00 ||am||q

Concluir que en el espacio ¢! las normas || - ||, y || - || no son equivalentes.
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Comparacién de normas y topologias

Proposicion
Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.
Denotamos de la siguiente manera las bolas correspondientes:

Bi(a,r) ={veV: Ni(v—a)<r}, By(a,r) ={veV: No(v—a)<r}.

Sean 7 la topologia inducida por Ny y 7 la topologia inducida por Nb.
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Comparacién de normas y topologias

Proposicion
Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.
Denotamos de la siguiente manera las bolas correspondientes:

Bi(a,r) ={veV: Ni(v—a)<r}, By(a,r) ={veV: No(v—a)<r}.

Sean 7 la topologia inducida por Ny y 7 la topologia inducida por Nb.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() N1 2Ny,

(b) para cada r; > 0 existe r» > 0 tal que B2(0y, r2) € Bi(0Oy, ).

(c) 1 C m.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.

(b)=(c). Supongamos que

Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'
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>mparacién de normas: definicién S Comparacién de normas y topologias mparacion de normas

o] Jele)

Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.

(b)=(c). Supongamos que
Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.

Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.

(b)=(c). Supongamos que
Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
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By (x, r2)
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.

(b)=(c). Supongamos que
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
(b)=(c). Supongamos que

Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.

Usando la condicién (b) encontramos ra > 0 tal que B»(0y, r2) € B1(0v, r1). Luego

Bx(x, ) = x+ By(0y, ) C x+ Bi1(0y, 1)
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
(b)=(c). Supongamos que

Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.

Usando la condicién (b) encontramos ra > 0 tal que B»(0y, r2) € B1(0v, r1). Luego

By(x,rn) = x+ B2(0y, ) C x + Bi1(0v,n) = Bi(x, )
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
(b)=(c). Supongamos que

Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.

Usando la condicién (b) encontramos ra > 0 tal que B»(0y, r2) € B1(0v, r1). Luego

Ba(x, ) = x+ B2(0y, ) C x+ B1(0y,n) = Bi(x, ) C
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.
(b)=(c). Supongamos que

Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.

Usando la condicién (b) encontramos ra > 0 tal que B»(0y, r2) € B1(0v, r1). Luego

Bz(X, r2) =x 1+ BQ(OV, r2) C x+ Bl(O\/, r1) = Bl(X, r1) C A.
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Demostremos solamente una implicacién, (b)=-(c). Las deméas son ejercicios.

(b)=(c). Supongamos que
Vrn >0 drn >0 82(0\/, r2) - 51(0v, rl)'

Sea A € 11. Demostremos que A € 7.
Sea x € A. Por la definicién de 71, encontramos r; > 0 tal que Bi(x,r1) C A.

Usando la condicién (b) encontramos ra > 0 tal que B»(0y, r2) € B1(0v, r1). Luego
Bz(X, r2) =x 1+ BQ(OV, r2) C x+ Bl(O\/, r1) = Bl(X, r1) C A.

Como x es un punto arbitrario de A, hemos demostrado que A € 7.
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Corolario
Sea V un espacio vectorial complejo y sean Ny, N> normas en V.

Denotemos por 71 y 7> las topologias correspondientes. Entonces

Ny < N> <~ T1 = To.
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Comparacién de normas y sucesiones convergentes

Ejercicio.
Sean V un espacio vectorial, Nj, N> normasen V, Ny < Ns.
Sean (aj)jen € VY, b € V. Demostrar que

lim No(aj —b) =0 — lim Nq(a; — b) = 0.

J—o0 J—00
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Comparacién de normas y sucesiones de Cauchy

Ejercicio.
Sea V un espacio vectorial, sean Ny, N normasen V, N; <X Nb.
Sea (aj)jen € VY una sucesién de Cauchy respecto a No.

Demostrar que esta sucesién es de Cauchy respecto a Nj.
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Comparacién de normas y sucesiones de Cauchy

Ejercicio.
Sea V un espacio vectorial, sean Ny, N normasen V, N; <X Nb.
Sea (aj)jen € VY una sucesién de Cauchy respecto a No.

Demostrar que esta sucesién es de Cauchy respecto a Nj.

Ejercicio.
Sea V un espacio vectorial y sean N1, N> normas en V.
Supongamos que Ny < N, y el espacio (V, N;) sea completo.

Demostrar que (V/, Ny) es completo.
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