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@ Introduccién

© El cociente de espacios vectoriales (repaso)
© La seminorma en el espacio cociente

@ :Cuando V/W es normado?

© Completez



= Dado un espacio vectorial V' y un subespacio vectorial W,

repasar la definicién del espacio cociente V/W.
» Si V es un espacio seminormado, definir una seminorma en V/W.
» Determinar, cuando V /W es normado.

» Demostrar que si V es completo, entonces V /W es completo.
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Prerrequisitos

El espacio cociente de espacios vectoriales.
= Seminorma y pseudométrica.

La definicién del infimo.

= Espacios de Banach.
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Ejemplos de aplicaciones

= Definicién de los espacios LP que repasaremos en clases futuras:

LP(X, ) = LP(X, p)/ Z2(X, p).
» El concepto de coniicleo (cokérnel) de un operador lineal:
coker(A) := codom(A)/ cl(im(A)).

= Ideales y algebras cocientes A/ J en algebras de operadores.

Un subespacio J del algebra A se llama ideal, si

JACJ, AJCU.
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Congruencia médulo W

Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
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Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
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Definimos una relacién binaria ~ en V:

afvvvb <= a—beW.
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Congruencia mdodulo W

Sea V un espacio vectorial complejo y sea W un subespacio vectorial de V.
. W
Definimos una relacién binaria ~ en V:

afvvvb <= a—beW.

Ejercicio. Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia.
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Definicién del conjunto V /W
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Definicién del conjunto V /W

Ejercicio. Sea a € V. Denotamos por [a]w la clase de equivalencia del elemento a:

[alw ={beV: b yvva}.

Demostrar que
[a]VNV =a+ W.
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Definicién del conjunto V /W

Ejercicio. Sea a € V. Denotamos por [a]w la clase de equivalencia del elemento a:

[alw ={beV: b yvva}.

Demostrar que
[a]VNV =a+ W.

Definicion. V/W ={a+ W: ac V}.
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Operaciones lineales en el espacio cociente

Ejercicio. Sean a,b,u,veV, a v u, b v v, AeC.

Demostrar que
a—i—bfvvvu—i-v, Aa % aw.
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Operaciones lineales en el espacio cociente

Ejercicio. Sean a,b,u,veV, a v u, b v v, AeC.

Demostrar que
a—i—bfvvvu—i-v, Aa % aw.

Definicion.
v/w
(a+W) + (b+W):=(a+b)+ W,

A e+ Wy = () + W
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Operaciones lineales en el espacio cociente

Ejercicio. Sean a,b,u,veV, a v u, b v v, AeC.

Demostrar que
a—i—bfvvvu—i-v, Aa % aw.

Definicion.
v/w
(a+W) + (b+W):=(a+b)+ W,

A e+ Wy = () + W

Ejercicio. Demostrar que V /W con estas operaciones es un espacio vectorial.
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Otra descripcién de la adicién en V/W

Ejercicio. Sean X, Y € V/W. Demostrar que

vV/W
X + Y=X+Y.
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Otra descripcién de la adicién en V/W

Ejercicio. Sean X, Y € V/W. Demostrar que

92%%
X + Y=X+Y.
En otras palabras, dados a en X, b en Y, demostrar que

{V€V: vf(aer)GW} = {VE\/: dxeX dyeyY v:x+y}.
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Otra descripcién de la multiplicaciéon por escalares en V /W

Ejercicio. Sean X € V/W, XA € C\ {0}. Demostrar que
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Otra descripcién de la multiplicaciéon por escalares en V /W

Ejercicio. Sean X € V/W, XA € C\ {0}. Demostrar que

En otras palabras, dado a en X, demostrar que

{VGV: v—/\aEW} = {VEV: dx e X v:/\x}.
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Ejercicio. Sean X € V/W, XA € C\ {0}. Demostrar que

En otras palabras, dado a en X, demostrar que

{VGV: v—/\aEW} = {VEV: dx e X v:/\x}.

S v/w
Ejercicio. Mostrarque 0 - W = W, 0W = {0y}.
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Ejercicio. Sean X € V/W, XA € C\ {0}. Demostrar que
A X=AX
En otras palabras, dado a en X, demostrar que

{VGV: v—/\aEW} = {VEV: dx e X v:/\x}.

S v/w
Ejercicio. Mostrarque 0 - W = W, 0W = {0y}.

o v/W
Conclusién: si W # {0y}, entonces 0 - W # 0 W.
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Definiciéon de seminorma (repaso)

Sea V' un espacio vectorial complejo.

Una funcién N: V — [0, +00) se llama seminorma , si

(N1) es subaditiva:

Yu,v eV N(u+v) < N(u)+ N(v),

(N2) es absolutamente homogénea:

VueV YAeC  N(u) = |\ N(u).
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Proposicién (sobre la seminorma en el espacio cociente)
Sea (V, N) un espacio seminormado, y sea W un subespacio vectorial de V.
Denotamos por V/ /W al espacio vectorial cociente. Definimos P: V /W — [0, +00),

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Entonces P es una seminorma.
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i Cémo trabajar con la definicién de P(X)?

Dado X en V/W,
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i Cémo trabajar con la definicién de P(X)?

Dado X en V/W,

P(X) = inf N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.
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Dado X en V/W,

P(X) = inf N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.

Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.
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Dado X en V/W,

P(X) = inf N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.
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1. ParacadavenX, N(v)
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Dado X en V/W,

P(X) = inf N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.

Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)>
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Dado X en V/W,

P(X) = inf N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.

Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).
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Dado X en V/W,
P(X) == inf N(u).
(X) i= inf N(u)
Queremos demostrar que P es una seminorma.
Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).

2. Paracadae >0,
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Dado X en V/W,
P(X) == inf N(u).
(X) i= inf N(u)
Queremos demostrar que P es una seminorma.
Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).

2. Paracadae >0, existe ven X tal que
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Dado X en V/W,
P(X) == inf N(u).
(X) i= inf N(u)
Queremos demostrar que P es una seminorma.
Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).

2. Paracadae >0, existeven X tal que N(v)
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Dado X en V/W,
P(X) == inf N(u).
(X) i= inf N(u)
Queremos demostrar que P es una seminorma.
Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).

2. Paracadae >0, existeven X talque N(v)<



La seminorma en el espacio cociente
00e0000000

Dado X en V/W,
P(X) = JQE N(u).

Queremos demostrar que P es una seminorma.

Antes de hacerlo, hay que entender dos principios que salen de la definicién del infimo.

1. Paracadaven X, N(v)> P(X).

2. Paracadae >0, existeven X talque N(v)<P(X)+e.
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Sean X, Y € V/W.
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncessu+ve X+Y
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)<
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)< N(u+v)
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)<Nu+v)<
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y) < N(u+v) < N(u)+ N(v)
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)<Nu+v)<N(u)+ N(v) <
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %

Entoncesu+ve X+ Yy

P(X+Y)<N(u+v)<N(u)+ N(v) < P(X)+ P(Y) +e.
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %
Entoncesu+ve X+ Yy
P(X+Y)<Nu+v)<Nu)+ N(v)<P(X)+ P(Y) +e.
Hemos demostrado que para cada ¢ > 0

Ve >0 P(X+Y)<PX)+P(Y)+e.
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Demostracién de la propiedad subaditiva

Sean X, Y € V/W. Seae>0. Elegimosue X, veY tales que

N(u) < P(X) + % N(v) < P(Y) + %
Entoncesu+ve X+ Yy
P(X+Y)<N(u+v)<N(u)+ N(v) < P(X)+ P(Y) +e.
Hemos demostrado que para cada ¢ > 0
Ve >0 P(X+Y)<P(X)+P(Y)+e.

Por lo tanto, P(X+Y) < P(X)+ P(Y).
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea, el caso A =0

Sean X € V/W, A =0.



La seminorma en el espacio cociente
0000e00000

Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea, el caso A =0

Sean X € V/W, A =0.

Entonces
v/w
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea, el caso A =0

Sean X € V/W, A =0.

Entonces

por eso
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A M X =
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

/

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A W x —ax.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + e
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX) <
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX) < N(\u)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX) < N(\u) =
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

POX) < N(Au) = [A|N(u)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX) < N(Au) = |[A|N(u) <
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.

Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y

P(AX) < N(w) = [A|N(u) < [AP(X) + .
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) < |A| P(x)

Sean X € V/W, A€ C\ {0}. Enestecaso A V/-WX = X.
Dado € > 0, encontramos u en X tal que N(u) < P(X) + iy Entonces Au e AX'y
P(AX) < N(Au) = [AIN(u) < [AP(X) +e.

Como € > 0 es arbitrario, concluimos que

P(AX) < |A] P(X).
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

Seguimos suponiendo que X € V/W, XA € C\ {0}.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. En estecaso A / X =
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.

Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < POAX) + <.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

Al P(X)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

Al P(X) <
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

[A[P(X) < [AIN(v/A)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

[A[P(X) < [AIN(v/A) =
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

[A[P(X) < [AIN(v/A) = N(v)
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

[A[P(X) < [AIN(v/A) = N(v) <
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.

Entonces v/A € X'y

N P(X) < [N N(v/\) = N(v) < POOX) +e.
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Demostracién de la propiedad absolutamente homogénea,
el caso A # 0, desigualdad P(AX) > |\| P(x)

. . v/w
Seguimos suponiendo que X € V/W, A € C\ {0}. Enestecaso A - X=AX.
Dado € > 0, encontramos v en AX tal que

N(v) < P(AX) +e.
Entonces v/A € X'y

N P(X) < [N N(v/\) = N(v) < POOX) +e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que |A| P(x) < P(AX).
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).

P(X) =
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).

P(X) = Jgﬁ( N(u).
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Proposicion

Para cada v en V,
P(v+ W) < N(v).
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Proposicion

Para cada v en V,
P(v+ W) < N(v).

Demostracion.
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Una propiedad importante de P

Recordamos la definicién de la seminorma P: V/W — [0, +00).

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Proposicion

Para cada v en V,
P(v+ W) < N(v).

Demostraciéon. v € v+ W, poreso  inf  N(u) < N(v).
uev+W



La seminorma en el espacio cociente

0000000080

Ejemplo

Ejercicio. Consideramos V = C2 con la norma euclidiana || - ||.
Sean
4 7
a:= , b=
-1 5

Consideramos el subespacio W =lin(a) y el plano X .= b+ W.
Calcular P(X).
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Ejemplo

Recordatorio.
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Ejemplo

Recordatorio.

c(N) =



La seminorma en el espacio cociente
0000000008

Ejemplo

Recordatorio.

¢(N) := el espacio de las sucesiones convergentes, con la norma-supremo;
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Ejemplo

Recordatorio.
¢(N) := el espacio de las sucesiones convergentes, con la norma-supremo;

CU(N) =
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Recordatorio.
¢(N) := el espacio de las sucesiones convergentes, con la norma-supremo;

co(N) := el espacio de las sucesiones convergentes al 0, con la norma-supremo.
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Recordatorio.
¢(N) := el espacio de las sucesiones convergentes, con la norma-supremo;

co(N) := el espacio de las sucesiones convergentes al 0, con la norma-supremo.

Ejercicio. Construir un isomorfismo isométrico T: C — ¢(N)/cy(N).



iCuéndo V /W es normado?
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Criterio para que el espacio cociente sea normado

Proposicion

Sea (V, N) un espacio seminormado, y sea W un subespacio vectorial de V.
Denotamos por V/ /W al espacio vectorial cociente. Definimos P: V /W — [0, +00),

P(X) = inf N(u).

ueX

Entonces P es una norma <= W es cerrado.
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.



iCuéndo V /W es normado?
[e] Je]e]e]e]e)

Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W).
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—o0



iCuéndo V /W es normado?
[e] Je]e]e]e]e)

Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—o0

Pongamos X := b+ W.
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—o0

Pongamos X := b+ W. Entonces b — a, € X para cada k.



iCuéndo V /W es normado?
[e] Je]e]e]e]e)

Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—o0

Pongamos X := b+ W. Entonces b — ax € X para cada k. Luego P(X) = 0.



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—00
Pongamos X := b+ W. Entonces b — ax € X para cada k. Luego P(X) = 0.

Como P es una norma, X =0y, = W.



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, —>

Supongamos que P es una norma. Demostremos que W es cerrado.

Sea b € cl(W). Encontramos (ax)ken € WY tal que

lim N(b— a;) = 0.

k—00
Pongamos X := b+ W. Entonces b — ax € X para cada k. Luego P(X) = 0.
Como P es una norma, X =0y, = W.

Poresobe b+ W =X=W.
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.



iCuéndo V /W es normado?
[e]e] Jele]e]e)

Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) = 0.
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) = 0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) = 0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

lim N(v) =0,

k—o0



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) = 0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

lim N(v) =0, esto es,
k—00



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) =0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

kI|_>mOO N(vg) =0, esto es, kll_)moo N(vk —0y) = 0.



iCuéndo V /W es normado?
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,
inf N(u) =0.

ueX

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

kI|_>mOO N(vg) =0, esto es, kll_)moo N(vk —0y) = 0.

Como W es cerrado, X también es cerrado (ejercicio).
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) =0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

kI|_>mOO N(vg) =0, esto es, kll_)moo N(vk —0y) = 0.

Como W es cerrado, X también es cerrado (ejercicio).
Luego Oy € X,
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Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) =0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)xen € X tal que

kI|_>mOO N(vg) =0, esto es, kll_)moo N(vk —0y) = 0.

Como W es cerrado, X también es cerrado (ejercicio).

Luego Oy € X, esto es,



iCuéndo V /W es normado?
[e]e] Jele]e]e)

Demostracion, <—

Supongamos que W es cerrado. Demostremos que P es una norma.

Sea X € V/W tal que P(X) =0, esto es,

u|2§< N(u) = 0.

Usando la definicién del infimo encontramos una sucesién (vi)keny € X tal que

kI|_>mOO N(vg) =0, esto es, kll_)moo N(vk —0y) = 0.

Como W es cerrado, X también es cerrado (ejercicio).
Luego Oy € X, esto es, X = W.
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Ejercicio sobre un conjunto cerrado desplazado

En la demostracidn anterior aplicamos una afirmacién simple

que se puede demostrar aparte y en una situacién un poco méas general.

Ejercicio. Sea (V/, N) un espacio vectorial seminormado y sean AC V, ue V.

Pongamos B = u + A. Demostrar que si A es abierto, entonces B es abierto.

Ejercicio. Sea (V, N) un espacio vectorial seminormado y sean AC V, ue V.
Pongamos B = u + A. Demostrar que si A es cerrado, entonces B es cerrado.



iCuéndo V /W es normado?
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Corolario: el espacio cociente de espacios normados

Corolario

Sea (V, N) un espacio normado, y sea W un subespacio vectorial de V.

Denotamos por V /W al espacio vectorial cociente. Definimos P: V /W — [0, +00),

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Entonces P es una seminorma en V/W.

Mas adn, P es una norma <= W es cerrado.




iCuéndo V /W es normado?

[e]e]e]e] Jele)

Corolario: el espacio cociente de espacios normados

Corolario

Sea (V, N) un espacio normado, y sea W un subespacio vectorial de V.

Denotamos por V /W al espacio vectorial cociente. Definimos P: V /W — [0, +00),

P(X) = Jgﬁ( N(u).

Entonces P es una seminorma en V/W.

Mas adn, P es una norma <= W es cerrado.

Observacion: tenemos la misma situacién que cuando N es una seminorma.

No nos ayuda mucho la suposiciéon que N es una norma.
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean

V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean

V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;

W = ¢in(N) = el espacio vectorial de las sucesiones de soporte finito.



iCuéndo V /W es normado?
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean
V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;

W = ¢in(N) = el espacio vectorial de las sucesiones de soporte finito.

Sabemos que 2(N) es un espacio de Banach (més, es un espacio de Hilbert).



iCuéndo V /W es normado?
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean

V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;
W = ¢in(N) = el espacio vectorial de las sucesiones de soporte finito.

Sabemos que 2(N) es un espacio de Banach (més, es un espacio de Hilbert).

1. Demostrar que W # V.
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean

V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;
W = ¢in(N) = el espacio vectorial de las sucesiones de soporte finito.

Sabemos que 2(N) es un espacio de Banach (més, es un espacio de Hilbert).
1. Demostrar que W # V.

2. Demostrar que cl(W) = V.
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Ejemplo, cuando V//W no es normado

Ejercicio. Sean

V = (2(N) = el espacio de las sucesiones cuadrado sumables, con la norma || - ||2;
W = ¢in(N) = el espacio vectorial de las sucesiones de soporte finito.

Sabemos que 2(N) es un espacio de Banach (més, es un espacio de Hilbert).
1. Demostrar que W # V.
2. Demostrar que cl(W) = V.

3.Sea a € (2(N)\ W.
Demostrar de manera directa que P(a+ W) =0y a+ W # W.
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La receta candnica para construir un espacio normado

a partir de un espacio seminormado

Corolario

Sea (V, N) un espacio seminormado, ysea Z={ue V: N(u)=0}.
Definimos P: V/Z — [0, +00) como antes: P(X) = ulgﬁ( N(u). Entonces:
1. Z es un subespacio vectorial cerrado de V/,
2. (V/Z,P) es un espacio normado;
3. P(X) = N(v) para cada v en X.
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La receta candnica para construir un espacio normado

a partir de un espacio seminormado

Corolario

Sea (V, N) un espacio seminormado, ysea Z={ue V: N(u)=0}.
Definimos P: V/Z — [0, +00) como antes: P(X) = ulgﬁ( N(u). Entonces:
1. Z es un subespacio vectorial cerrado de V/,
2. (V/Z,P) es un espacio normado;
3. P(X) = N(v) para cada v en X.

Ejercicio. Demostrar el corolario. Sugerencia: Z .= N~1[{0}].
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Completez del espacio cociente

Proposicion
Sea (V, N) un espacio seminormado completo y sea W un subespacio vectorial de V.
Entonces V /W es completo.
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Completez del espacio cociente, inicio de la demostracion

Sea (Xk)ken una sucesion regular de Cauchy en V/W:

1
esto es, inf  N(v) < /—

P(Xikt1 — Xk) < = '
( k+1 k) < ok+1’ vEXi1—Xk 2
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Completez del espacio cociente, inicio de la demostracion

Sea (Xk)ken una sucesion regular de Cauchy en V/W:

1
esto es, inf  N(v) < /—

P(Xikt1 — Xk) < = '
( k+1 k) < ok+1’ vEXi1—Xk 2

1
Para cada k en N, elegimos  vii11 € X1 — Xk tal que N(vkq1) < SFF
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Completez del espacio cociente, inicio de la demostracion

Sea (Xk)ken una sucesion regular de Cauchy en V/W:

1
esto es, inf  N(v) < /—

P(Xikt1 — Xk) < = '
( k+1 k) < ok+1’ vEXi1—Xk 2

1
Para cada k en N, elegimos  vii11 € X1 — Xk tal que N(vkq1) < SFF

Elegimos u; € Xj.
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Completez del espacio cociente, inicio de la demostracion

Sea (Xk)ken una sucesion regular de Cauchy en V/W:

1
esto es, inf  N(v) < /—

P(Xikt1 — Xk) < = '
( k+1 k) < ok+1’ vEXi1—Xk 2

1
Para cada k en N, elegimos  vii11 € X1 — Xk tal que N(vkq1) < SFF

Elegimos u; € Xi. Luego pongamos uj.y1 := Uk + Vi1 para cada k.
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Completez del espacio cociente, inicio de la demostracion

Sea (Xk)ken una sucesion regular de Cauchy en V/W:

1
esto es, inf  N(v) < /—

P(Xikt1 — Xk) < = '
( k+1 k) < ok+1’ vEXi1—Xk 2

1
Para cada k en N, elegimos  vii11 € X1 — Xk tal que N(vkq1) < SFF

Elegimos u; € Xi. Luego pongamos uj.y1 := Uk + Vi1 para cada k.

Entonces Vk € N

1
Uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W
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Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W
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Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W

La sucesion (ug)ken es regular de Cauchy.
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Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W

La sucesion (ug)ken es regular de Cauchy.

Como V es completo, encontramos z en V tal que

lim N(ux —z)=0.
k—00



Completez
[e]e] Jele]le}

Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W

La sucesion (ug)ken es regular de Cauchy.

Como V es completo, encontramos z en V tal que
lim N(ux —z)=0.
k— 00

Pongamos Y =z 4+ W.
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Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W

La sucesion (ug)ken es regular de Cauchy.

Como V es completo, encontramos z en V tal que
lim N(ux —z)=0.
k— 00

Pongamos Y =z + W. Entonces P(Xx — Y) < N(uy — z),
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Completez del espacio cociente, final de la demostracién

1
uy € Xk, N(Uk+1 - Uk) < W

La sucesion (ug)ken es regular de Cauchy.

Como V es completo, encontramos z en V tal que
lim N(ux —z)=0.
k— 00
Pongamos Y =z + W. Entonces P(Xx — Y) < N(ux — z), y

lim P(Xx — Y) =0.
k—o00
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Completez del espacio cociente: demostracién que utiliza series

Ejercicio. Suponemos las condiciones de la proposicién anterior.
Sea (Xk)ken una sucesion en V /W tal que

Z Xk < —+o0.
Demostrar que existe Y en V /W tal que
lim P (Y— kzlxk> =0.

Usando un criterio de completez de espacios normados (o seminormados),

concluir que V /W es completo.



Completez
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Completez del espacio cociente

Corolario

Sea (V, N) un espacio seminormado completo, y sea

W={veV: N(v)=0}.

Entonces V /W es un espacio de Banach.

A




Completez
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Completez del espacio cociente

Sea (V, N) un espacio seminormado completo, y sea

W={veV: N(v)=0}.

Entonces V /W es un espacio de Banach.

Corolario
Sea V un espacio de Banach, y sea W un subespacio cerrado de V.

Entonces V//W es un espacio de Banach.
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Resumen

» Dado un espacio seminormado (V/, N) y un subespacio vectorial W de V,

el espacio vectorial cociente V /W se puede dotar de la seminorma

P(X) = inf N(u) (X € V/W).

= Si V es normado, V/W no necesariamente es normado.
= Para que V/W sea normado, es necesario y suficiente que W sea cerrado.

= Si V es de Banach y W es un subespacio cerrado de V/,
entonces V /W es de Banach.
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