Elementos normales en algebras C*

1 Definicién. Sea A un algebra C* con identidad y sea a € A.

—_

. Se dice que a es normal si a*a = a*a.

[\

. Se dice que a es autoadjunto si a* = a.
3. Se dice que a es unitario si a*a = aa® = e.
4. Se dice que a es proyeccion si a®> = a 'y a = a®st.
5. Se dice que a es positivo si existe b en A tal que a = b*b.
2 Lema. Sean a,b € A tales que ab = ba. Entonces r(ab) < r(a)r(b).

Demostracion. Como (ab)™ = a™b"™,

[[(ab)™ | < fla™ [ 16™]],

lim |(ab)" [/ < (M fla”"")  dim f07/") .
n—eo n—00 n—00

3 Ejemplo. La condicién ab = ba es esencial. En el dlgebra My(C) consideremos las

matrices
0 1 0 0
A:[o 0}’ 32{1 o]

Entonces r(A) = r(B) = 0, pero r(AB) = 1.

4 Proposicién (el radio espectral de elementos normales). Sea A un dlgebra C* con
identidad y sea a un elemento normal en A. Entonces

r(a) = [lall.
Demostracion. 1. Primero suponemos que a = a*. Entonces
la®|| = [la*al| = [|al}*

y por induccion sobre n
n n
la*"[] = [lal*".
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Por la férmula para el radio espectral,

r(a) = lim (o[ = [al.

2. Sea a normal. Entonces a*a es autoadjunto y
lal* = lla*a]| = r(a*a) < r(a”)r(a) = r(a)?,
y la desigualdad inversa también se cumple. O]

5 Proposiciéon (unicidad de la norma en dlgebra C*). Sea A un dlgebra C* con identidad
y sea |||y una norma en A tal que A con la norma ||- ||y también es dlgebra C'*. Entonces
|lalls = ||a|| para cada a en A.

Demostracion. Sea a € A. Entonces a*a es un elemento autoadjunto, luego
lall? = lla*ally = r(a*a) = [la*a]| = |a]*. O
6 Proposicién. Sea a € A, a unitario. Entonces

Sp(a) C T.
Demostracion. Si A € Sp(a), entonces |A| < ||a|]| = 1. Por otro lado,

1
3 € Sp(a™) = Sp(a"),

ast que [1/A] < la*|| = flal = 1, y [A[ = 1. O
7 Proposicién. Sea a € A, a* = a. Entonces

Sp(a) C R.

Demostracion. Sea A € Sp(a). Escribimos A como A = £ +1in, con &, n € R. Para cada k
en N pongamos
bi = a +ikne.

Entonces
bibr = (a —ikne)(a +ikne) = a* + k*n’e.
Ademés, A\ +ikn € Sp(by). Luego
&+ (k+1)" " = [N +ikn® < r(be)” < [[bell® = llbpbell = lla* + K*n’e]| < [lall* + &*n?,

y
(2% + 1)y < [laf|* — €.

Esta desigualdad debe cumplirse para cada k en N, luego n = 0. O
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