Funciones medibles

Objetivos. Definir la nocién de funciones (aplicaciones) medibles, estudiar sus criterios
y propiedades basicas.

Requisitos. o-algebras, preimagen de un conjunto bajo una funcién, propiedades de
preimagenes.

1 Definicién (funcién F-H-medible). Sean (X, F), (Y, H) espacios medibles. Una funcién
f: X =Y sellama F-H-medible si para todo B € H se tiene que f~![B] € F. Denotamos
por M(X, F,Y,H) el conjunto de todas las funciones X — Y que son F-H-medibles:

M(X,F,Y,5) = {f ceYX. VBeH flBle 3"}.

2 Lema (la imagen de una o-algebra; pushforward o-algebra). Sean X,Y algunos con-
juntos, A una o-dlgebra sobre X y f: X — Y. Denotemos por C al conjunto de los
subconjuntos de Y cuyas preimagenes bajo f pertenecen a A:

C={BCY: f'[BleA}.
Entonces C es una o-dalgebra sobre Y .

Demostracion. La demostracién es directa; hay que aplicar la definicién de o-dlgebra y
propiedades de preiméagenes. Por ejemplo, supongamos que B € € y demostremos que
Y\BeC

fY\Bl={zeX: fz)¢ B} ={reX: z¢ f[B]} =X\ f[B].

Por la definicién de G, tenemos que f~'[B] € A. Como A es una o-algebra sobre X,
concluimos que f~![Y'\ B] € A. Ahora por la definicién de € se obtiene que Y\ B € €. [

3 Teorema (criterio de que una funcién es medible). Sean (X,F), (Y,H) espacios me-
dibles y sea f: X — Y. Supongamos que la o-dlgebra H esta generada por una coleccion
G C 2. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ es F-FH-medible, esto es, f~'[B] € F para cada B en H;
(b) f~'[B] € F para cada B en §G.

Demostracion. La implicacion (a)=-(b) es trivial pues § C H. Supongamos (b) y demos-
tremos (a). Definamos € como en el lema anterior:

¢e={BCY: f'BleTF}.

Entonces la condicién (b) implica que § C €. Ademads, por el Lema, € es una o-algebra.
Como H es la minima o-dlgebra que contiene a G, obtenemos la contencion H C €. Pero
esto equivale a la condicién (a). O
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Funciones medibles con valores en un espacio topolégico

4 Definicién (funcién F-medible). Sea (X, F) un espacio medible y sea Y un espacio
topoldégico. Una funcién f: X — Y se llama F-medible, si para todo conjunto Borel-
medible B del espacio Y su preimagen f~![B] pertenece a F. Notacién: M(X,F,Y).

5 Proposicién. Sean (X,F) un espacio medible, Y un espacio topolégico, f: X — Y.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ es medible, esto es, f~1[C] € F para cada conjunto C' Borel-medible en Y .
(b) f7YC] € F para cada conjunto C' abierto en Y.

6 Proposicién (relacién entre funciones continuas y medibles). Sean X, Y espacios
topoldgicos. Denotemos por Tx y Ty las topologias correspondientes, y por Bx vy By las
o-dlgebras de Borel en estos espacios topologicos. Supongamos que F es una o-dlgebra
sobre X tal que Bx C F. Entonces cada funcion continua X — 'Y es F-By-medible:

Composiciones de funciones medibles

Recordemos que si f: X =Y, g: Y — Z, C C Z, entonces

(go N)7HCI = f g~ [C])-
7 Proposicién (composicién de funciones medibles es medible). Sean (X,F), (Y,9),
(Z,H) espacios medibles, y sean f € M(X,F,Y,9), g € M(Y, G, Z,H). Entonces, go f €
M(X, T, Z, ).

8 Proposicién (composicién de una funcién medible con una funcién continua). Sean
(X,F) un espacio medible, Y, Z espacios topoldgicos, f € M(X,F)Y) y g € C(Y,2).
Entonces, go f € M(X,F, 7).

Medibilidad de funciones caracteristicas

9 Definicién (funcién caracteristica de un conjunto). Sea X un conjunto y sea Y un
subconjunto de X. Entonces la funcién 1y : X — R, definida mediante

1y (2) 1, ey,
xTr) =
Y 0, z€X\Y,

se llama la funcion caracteristica (o la funcion indicadora) del conjunto Y.
Por supuesto, esta funcién depende también de X, y una notacién mas precisa seria
1xy, pero por lo comun el conjunto X es facil identificar por el contexto.

10 Proposicién (criterio de medibilidad de la funcién indicadora). Sea (X, F) un espacio
medible y sea A C X. Entonces 14 es F-medibles si y solo st A € F.

Funciones medibles, pégina 2 de 2



