Medibilidad sobre productos cartesianos

Objetivos. Estudiar el concepto de la medibilidad de funciones definidas en productos
de espacios de medida.

Requisitos. o-algebras, funciones medibles, clases mono6tonas.

1 Definicién (“rectangulos”). Sean X, Y conjuntos. Cualquier subconjunto de X x Y de
la forma A x B, donde A C X y B CY, se llama rectdngulo en X x Y.

2 Definicién (“rectangulos medibles”). Sean (X, F) y (Y, G) espacios medibles. Entonces
cualquier subconjunto de X x Y de la forma A x B, donde A € Fy B € G, se llama
rectdngulo medible en X x Y.

Previamente demostramos el siguiente resultado. Se recomienda recordar su demostracion.

3 Proposicién (los rectangulos medibles forman un semianillo). Sean (X,F) y (Y, 9)
espacios medibles. Entonces la coleccion

R={AxB: Ae€9%, Beg}
es un semianillo.

4 Definicién (producto de o-algebras). Sean (X, F) y (Y, §) espacios con o-algebras. Se
denota por Fx G la g-algebra generada por R, es decir, por todos los rectangulos medibles.

5 Proposicién (descripcién del anillo generado por un semianillo, repaso). Dado un
semianillo de conjuntos 8, el anillo generado por § consiste de todas las uniones finitas
disjuntas de elementos de S.

6 Definicién (conjuntos elementales). Sean (X, F) y (Y, §) espacios con o-dlgebras. Deno-
tamos por € al anillo generado por la coleccion R. Los elementos de € se llaman conjuntos
elementales.

7 Proposicién (descripcién méas contructiva de los conjuntos elementales). € es un dlge-

bra de conjuntos sobre X XY . € consiste de todas las uniones finitas disjuntas de elementos
de R.

Demostracion. X xY € R, por eso X x Y € €. La descripcion de los elementos de € se
sigue de la Proposicion 5. [

8 Definicién (clase mondtona de conjuntos, repaso). Sea F un conjunto de conjuntos. Se
dice que J es una clase mondtona si F es cerrada bajo uniones de sucesiones crecientes
de conjuntos y bajo intersecciones de sucesiones decrecientes de conjuntos.

9 Proposicién (descripcién de la o-dlgebra generada en términos de clases mondtonas,
repaso). Sea A un dlgebra de conjuntos y sea M la clase mondtona mds pequenia que
contiene A. Entonces M es la o-dlgebra generada por A.

10 Teorema. F x G es la clase mondtona mds pequena que contiene a E.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 9. ]
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Medibilidad de las secciones de conjuntos medibles

11 Definicién (secciones de conjuntos). Sea F C X x Y. Para cada a en X, pongamos
E,={yeY: (a,y)€E}

y para cada b en Y, pongamos
E'={xecX: (xb)cE}.

12 Ejercicio (las rectas verticales y horizontales en términos de las proyecciones). Defi-
nimos m: X XY — X, my: X XY — Y mediante las reglas

m(z,y) =z, oz, y) = y.

Sea a € X. Demostrar que

{a} x YV =" [{a}].
Sea b € Y. Demostrar que

X x {b} = my '[{b}]-

13 Ejercicio (las secciones de conjuntos en términos de las proyecciones). Sean E C
X xY,a€ X,beY. Expresar E, y E? en términos de E, a, b, ™ y 7.

14 Lema (sobre las secciones de un rectdngulo). Sean A C X, BCY, x € X. Pongamos

C = A x B. Entonces,
C - B, sz:xeA,
o, size X\ A.

Demostracion. Notemos que
(x,y) e C = (xreA) N (y € B).

1. Consideremos el caso x € A. Para cada y en B tenemos que (x,y) € C, y para cada y
en Y \ B tenemos que (z,y) ¢ C. Luego

C.={yeY: (z,y) € C}=8B.
2. Consideremos el caso © € X \ A. Para cada y en Y tenemos que (z,y) ¢ C, luego
C.={yeY: (zx,y eC}=0. O

15 Lema (secciones y uniones de conjuntos). Sean X,Y conjuntos, sea (C;)jes una
familia de subconjuntos de X XY, y sea x € X. Pongamos

jedJ

Entonces,

jed
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Demostracion.
D, = {y eY: (z,y) € UCj} = {y eY: JjeJ (z,y) € Cj}
jeJ

:U{er: (x,y)ECj}ZU(Cj)x- -

jed jeJ
16 Lema. Sean X,Y conjuntos, sea C C X XY, y sea x € X. Entonces,
«XXYNOL:Y\@.
Demostracion.
((XxY)\C)xz{er: (wy) ¢ Cl={yeY: y¢C,}=Y\C, O
17 Ejercicio. Demostrar los Lemas 14, 15, 16 usando el resultado del Ejercicio 13.

18 Ejercicio. Enunciar y demostrar andlogos de Lemas 14, 15, 16 para las “secciones
horizontales”.

19 Teorema (sobre la medibilidad de las secciones de un conjunto medible). Sean (X, )
y (Y, 9) conjuntos con o-dlgebras. Entonces, para cada E en E € F x G,

Ve e X E,. €9

VyeY EY € TF.
Demostracion. Demostremos solamente la afirmacién sobre E,. Sea
Q={CeFxG: VeeX (C,eg}

Del Lema 14 se sigue que R C ).
Probemos que €2 es una o-algebra.

» X XY € Q. En efecto, como F y G son o-algebras, tenemos que X € F, Y € G,
XxYeRCQ.

= Sea C' € (). Para cada x en X, aplicamos el Lema 16 y la suposicién que G es una
o-algebra. y obtenemos que

«XXYNOL:Y\@ES

Concluimos que (X x Y)\ C € Q.
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» Sea (Cy)ren € QY. Pongamos D := oy Ck. Para z en X, aplicamos el Lema 15 y
la suposicion que G es una o-algebra:

D, = J(C): €.

keN
Concluimos que D € ).

Hemos mostrado que €2 es una o-algebra que contiene a todos los rectangulos medibles.
Por lo tanto, ¥ x § C (). Para cada F en F X G, tenemos que F € (), esto es, E, € G para
cada r en X. O

20 Ejercicio. Construir un ejemplo, cuando la medibilidad de las secciones E, y EY
no implica la mediblidad del conjunto E. En otras palabras, encontrar espacios medibles
(X,9), (Y,9) y un conjunto £ C X X Y tales que

@xex E;e@ A @@ey Eyej) A <E¢9x9)

Medibilidad de secciones de funciones

21 Definicién (secciones de funciones). Sea f: X xY — C. Para cada x en X, definamos
fz: Y — C mediante la regla

YweY o fuly) = flz,y).
Para cada y en Y, definamos f¥: X — C mediante la regla

VeeX  fYz)= f(z,y).
22 Proposicién. Sea f € M(X x Y, F x G, C). Entonces

Vee X  fo e M(Y,9,C)

VyeyY ff e M(X,F,C).

Demostracion. Demostremos solamente la afirmacién sobre f,. Dado un conjunto abierto
V en C, pongamos

Q=/"VI={(z,y) e X xY: f(z,y) €V}

Entonces Q € F x G. Para cada x en X, @, € G. Por otro lado,

Qe={yeY: flz,y)eVy={yeY: fuly)eV}=/Ff V]

Hemos mostrado que f;![V] € § para cada = en X. O
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