Algunos ejemplos importantes de espacios normados

Objetivos. Vamos a escribir una lista de ejemplos importantes de espacios normados. La
mayoria de estos ejemplos seran espacios de Banach. En este texto no vamos a demostrar
las propiedades de la norma ni la completez.

Prerrequisitos. Definicién de la norma, el espacio vectorial de funciones complejas C¥,
el espacio vectorial de sucesiones CV, espacios £P y LP.

1 Proposicidén (repaso: el espacio de las funciones complejas definidas en un conjunto).
Sea X un conjunto. Denotamos por CX el conjunto de todas las funciones X — C, con
las operaciones lineales definidas punto a punto:

(f +9)(@) = flx) +g(x),  (AN)x) = A[f(z).

Entonces CX es un espacio vectorial complejo.

En particular, CY denota el espacio de todas las sucesiones complejas.

A continuacion del curso vamos a estudiar varios ejemplos importantes de espacios nor-
mados.

En este texto solamente mencionamos estos espacios, sin demostrar las propiedades de la
norma. Todos los espacios que mencionamos a continuacion son completos, excepto los
espacios de la tltima subseccion. En este tema no vamos a demostrar su completez.

Espacios de sucesiones

1. El espacio £*°(N) de sucesiones (complejas) acotadas. Se considera con la norma-
supremo:
lallsup = llalloo = sup |ax].
keN

2. El espacio ¢(N) de sucesiones convergentes. Es un subespacio cerrado de ¢>*(N) y se
considera con la norma || - ||« restringida a este subespacio.
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3. El espacio ¢o(N) de sucesiones convergentes a cero. Es un subespacio cerrado de
¢>°(N) y se considera con la norma || - ||, restringida a este subespacio.

4. El espacio f?(N) de sucesiones p-sumables, donde 1 < p < 400. Se considera con la

norma
o 1/p
lall, = (Z Iak|p> :
k=1

La propiedad subaditiva de esta norma se conoce como la desigualdad de Minkowski.

Algunos espacios de funciones

1. El espacio B(X) de funciones acotadas (complejas) definidas en un conjunto X. Se
considera con la norma-supremo:

||f||sup = sup |f(ZL')|
reX

2. El espacio Cy(X') de funciones acotadas continuas en un espacio métrico (o topoldgi-
co) X. Es un subespacio cerrado de B(X).

3. El espacio C(K) de funciones continuas en un espacio métrico compacto K (o en
espacio topoldgico compacto K'). Como cada funciones continua definida en un com-
pacto es acotada, este espacio coincide con Cy(K).

4. El espacio (4, (X) de funciones acotadas uniformemente continuas en un espacio

métrico X. Notemos que si K es un espacio métrico compacto, entonces cualquier
funcién continua X — C es acotada y uniformemente continua, asi que en este caso

Cou(K) = Cp(K) = C(K).

5. El espacio Cy(R) de funciones continuas R — C que tienden a cero en el infinito.
En vez del dominio R se podria tomar cualquier espacio de Hausdorff localmente
compacto.

6. Espacios de Holder y de Lipschitz.

7. Espacios C™(]a, b]).

8. Espacios de funciones de variacion acotada.

9. Espacios de funciones absolutamente continuas.
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10. Espacios de Bergman de funciones analiticas p-integrables.

Espacios de funciones medibles y de sus clases de equivalencia

Después de estudiar la teoria de la medida y la teoria de la integral de Lebesgue (en el
curso Andlisis Matematico II), podremos introducir los siguientes espacios de Banach muy
importantes.

1. El espacio L (X, i) de clases de equivalencia de funciones esencialmente acotadas,
definidas en un espacio de medida (X, F, u).

2. El espacio LP(X, ) de clases de equivalencia de funciones p-integrables, donde 1 <
p < 400.

Algunos espacios normados no completos

También mencionemos algunos espacios normados que no son de Banach.

1. El espacio ¢g,(N) de las sucesiones de soporte finito:
cin(N) ={a e C": {keN: a4 # 0} es finito}.

Por lo comiin, se considera como un subespacio de ¢>°(N) con la norma correspon-
diente. Es un subespacio no cerrado de ¢*°(N), por eso no es completo. Se puede
demostrar que la cerradura de cg,(N) en £>°(N) es ¢o(N).

2. El espacio de polinomios considerados como funciones en un intervalo [a, 3], con la
norma-supremo. Este espacio es denso en C([a, f]).

3. Elespacio C,(R) de funciones continuas de soporte compacto, con la norma-supremo.
Este espacio es denso en Cy(R).
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