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Objetivo

Sea V un espacio vectorial complejo.

Mostremos que si P, @ son conjuntos totalmente acotados en V y A € C,
entonces P+ Q y AP también son totalmente acotados.



Prerrequisitos

= Funciones Lipschitz continuas y conjuntos totalmente acotados.
= Productos directores de espacios métricos o normados.

= Continuidad de las operaciones lineales en espacios normados.



Repaso: la imagen de un conjunto totalmente acotado

bajo una funcién Lipschitz continua

Proposicién

Sean (X, d), (Y, p) espacios métricos,

f € Lip(X,Y),

A C X tal que A es totalmente acotado.

Entonces, f[A] es totalmente acotado.




La multiplicacion por un escalar fijo es una funcién Lipschitz continua

Proposicién
Sea V un espacio vectorial complejo y sea A € C.
Definimos f: V — V,

f(x) = Ax.

Entonces, f € B(V, V). En particular, f es Lipschitz continua.




Demostracion

Las propiedades de operaciones lineales en V' implican que f es lineal.
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Demostracion

Las propiedades de operaciones lineales en V' implican que f es lineal.

Para cada x en V,
1ECON = [[Ax]l = [AL [ x]l.
Por lo tanto, f € B(V, V).

Sabemos que cada transformacién lineal acotada es Lipschitz continua.

En nuestro caso,

If(a) = £(b)I| = [[Aa = Abl| = |A[[|a — b|.



El producto de un conjunto totalmente acotado por un escalar

Proposicién
Sean V un espacio vectorial complejo, A € C,
A C V tal que A es totalmente acotado.

Entonces, A\ A es totalmente acotado.




El producto de un conjunto totalmente acotado por un escalar

Proposicién
Sean V un espacio vectorial complejo, A € C,

A C V tal que A es totalmente acotado.

Entonces, A\ A es totalmente acotado.

Demostracion:
AA = f[A],

donde f(x) == Ax.
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El producto directo de espacios métricos

Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos.

Definimos p: (X x Y)? — [0, +-00),

p((x.¥), (a, b)) = \/dx(x, )2 + dy (y, b)2.

Usando la desigualdad del triangulo en R?,

es facil demostrar que p es una distancia.

Otras distancias (Lipschitz equivalentes) en X x Y:

dx(x,a) + dy(y, b), max {dx(x, a), dy(y, b)}.



El producto directo de espacios normados

Sean V, W espacios normados complejos.



El producto directo de espacios normados

Sean V, W espacios normados complejos.

En el espacio vectorial V' x W consideramos la funcién

(@ D)llvxw = /llall}, + 1615y

Es facil ver que esta funcién es una norma.

Otras normas equivalentes en V x W:

lallv +lbllw, — max{[allv, [[bllw}.



El producto directo de conjuntos totalmente acotados

Proposicién
Sean X, Y espacios métricos y sean P C X, @ C X conjuntos totalmente acotados.

Entonces, P x @ es totalmente acotado en X x Y.
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Idea de demostracién

€
Seae>0. Pongamos § = —.
g \@

Como Py Q son totalmente acotados, encontremos R C Py S C Q finitos tales que

PCV(R,9),  QCV(S09).

Entonces, R X S es un subconjunto finito de P x Q.

Ejercicio: muestre que

PxQCV(RxS,e).



La adicién en un espacio normado es una funcién Lipschitz continua

Proposicién
Sea V un espacio normado complejo.
Definimos g: V2 — V,
g(x,y) =x+y.

Entonces, g € B(V?, V). En particular, g es Lipschitz continua.
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Demostracion

Es facil ver que g es lineal.

Para cada (x,y) en V2,

lgCxW)llv = lIx +yllv < lIxllv + llyllv < V2 I} + Iy} = V21 (x,)llve.

De manera similar,

lg(x.¥) = g(a, b)llv < V2|[(x,y) = (a, b) | va.



La suma de dos conjuntos totalmente acotados

es un conjunto totalmente acotado

Proposicién

Sea V' un espacio normado complejo y sean P, @ C V conjuntos totalmente acotados.

Entonces, P 4+ Q es totalmente acotado.
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Demostracion

Usamos la funcién g: V2 — V, g(x,y) = x +y.

P—|—Q:{VEV: dpe P dge @ V=P+CI}
:{VE V: El(p,q)EPXQ V:g(paq)}
=g[P x Q).

Como g € Lip(V?, V) y P x Q es totalmente acotado, obtenemos el resultado.



