Operaciones lineales con subconjuntos
de espacios vectoriales

Objetivos. Dado un espacio vectorial complejo V', definir operaciones algebraicas entre
los subconjuntos de C y V. Estudiar las propiedades basicas de estas operaciones.

Prerrequisitos. Espacios vectoriales, imagenes de funciones.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial complejo.

La suma de dos subconjuntos de un espacio vectorial

1 Definicién. Sea V' un espacio vectorial complejo y sean P, () C V. Los conjuntos P+ Q)
y P — (@ se definen mediante las siguientes reglas:

P—i—Q::{weV: Jue P Jve@ w:u+v},
P—Q::{wEV: Jue P Jve w:u—v}.

En la notacion breve, se puede escribir

P+Q:{u+v: u € P, UEQ}, P—Q:{u—v: u € P, UGQ}.
2 Ejercicio. Sean P, ) C V. Mostrar que P+ Q = Q + P.
3 Ejercicio. Sea P C V. Mostrar que P+ {0y} = P.

4 Ejercicio. Sea V un espacio vectorial complejo no nulo. Encontrar P C V' tal que

P — P #{0v}.

5 Ejercicio. Sean P, (), R C V. Mostrar que (P+ Q)+ R=P+ (Q + R).
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La suma de un conjunto y un punto de un espacio vectorial

6 Definicién. Sea V' un espacio vectorial complejo y sean P C V', v € V. Los conjuntos
P+ vy P — v se definen mediante las siguientes reglas:

P—i—v::{wEV: Jue P w:u—i-v}, P—v::{weV: Jue P w:u—v}.

7 Ejercicio. Sean P CV y v € V. Mostrar que
P+v:{wEV: w—vGP}, P—v:{wEV: w+v€P}.

Notemos que en estas formulas ya no aparece el cuantificador 3.
8 Ejercicio. Sean P C V y v € V. Mostrar que P+v =P+ {v} y P—v =P — {v}.
9 Ejercicio. Dados v € V, P C V, definir v + P y v — P. Mostrar que v + P = P + v.

10 Ejercicio. Sean a,b € V'y P C V. mostrar que a+ (b+ V) =(a+b)+ V.

El producto de un conjunto de escalares por un conjunto de vectores

11 Definicién. Sean A C Cy P C V. El conjunto AP se define mediante la regla
AP = {wGV: dJANeEAN JueV w:)\u}.

12 Ejercicio. Sean A, ® C Cy P C V. Mostrar que (A®)P = A(DP).

13 Ejercicio. Sea P C V. Mostrar que {1}P = P.

El producto de un conjunto de escalares por un vector

14 Definicién. Sean A C C y v C V. El conjunto Av se define mediante la regla
Av::{wGV: JAeA w:)\u}.

15 Ejercicio. Mostrar que Av = A{v}.

16 Ejercicio. Sea v € V. Mostrar que Cuv es el subespacio vectorial generado por v.
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El producto de un escalar por un conjunto de vectores

17 Definicién. Sean A € Cy P C V. El conjunto AP se define mediante la regla

AP = {wEV: JueV w:)\u}.
18 Ejercicio. Sean A € Cy P C V. Mostrar que AP = {A}P.
19 Ejercicio. Sean s, A € Cy P C V. Mostrar que (»A\)P = »(A\P).
20 Ejercicio. Sea A € Cy P = @. Mostrar que AP = @.
21 Ejercicio. Sea P CV, P # @&. Mostrar que 0P = {0y }.

22 Ejercicio. Sea A € C\ {0} y sea P C V. Mostrar que
AP = {w ceV: XNlwe P}.

En el lado derecho de esta formula evitamos el cuantificador 3.

Propiedades distributivas

23 Proposicién. Sea V' un espacio vectorial complejo y sean A € C, P,QQ C V. Entonces
AMP+Q)=\P+ Q.

Demostracion. C. Sea w € AP + ). Entonces existen u en Py v en @ tales que
w = Au~+v) = Au+ Av. Por lo tanto, w € \(P + Q).

D. Sea w € AP + AQ. Entonces existen a en AP y b en A\Q tales que w = a + b. Luego
existen u en P y v en @) tales que a = Au, b = Av. Por lo tanto,

w=a+b=Au+ = ANu+v) e N(P+Q). O

24 Proposicién. Sea V un espacio vectorial complejo y sean A, ® C C, v € V. Entonces

(A+ P)v = Av + Du.
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Demostracion. Ejercicio. O

25 Ejercicio. Sea V un espacio vectorial complejo no nulo. Encontrar P C V' tal que
P+ P #2P,
esto es,

(1+1)P#£1P+1P.

26 Ejercicio. Sea V un espacio vectorial complejo no nulo. Encontrar P C V' tal que

1-1)P#1P—-1P.

27 Ejercicio. Sea V' un espacio vectorial complejo no nulo y sea a € V'\ {0}. Encontrar
A C C tal que
Ala + a) # Aa + Aa.
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